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DISCUSION Y RESQLUCION.DE SISTEMAS LINEALES

Los ejercicios correspondientes a este bloque tematico aparecen
mucho en Selectividad. Abundan los del tipo de discusién de un sistema
en funcion de uno o dos pardmetros (sobre todo de uno), pidiéndose en
muchos casos la resolucién del sistema para un valor determinado del
pardmetro o pardmetros.

Tienes que entender muy bien el teorema de Rouché-Frobenius, saber
aplicarlo y dominar los métodos de resolucion de sistemas para emplear el
mas adecuado si se te pide la resolucién de alguno.

Solucion:

Todos los problemas de este tipo los resolverds de manera cémoda apli-
cando el teorema de Rouché-Frobenius.

Llamemos C = matriz de los coeficientes y A = matriz ampliada con los
términos independientes. Por tanto:

ol (G | /s G (i |
C==l8ile gt | s A=Rlivas ide 1
I (7 IR A

Estudiemos, en primer lugar, los valores que puede tomar rango C para
los distintos valores de a y, seguidamente, los correspondientes valores de
rango A para esos mismos valores de a.

Sumando a la primera columna las otras dos y desarrollando el determi-
nante por la primera columna, habiendo buscado antes ceros, obtenemos:

-

Matemdticas T

a 1.1 24a 1 1 =1 1 1 1 1
1 a 1|={2+4+a a 1 =2 +a) 1 @ 1|=[0 a—_l 0 =
1 1 @ 2+a 1 a 1 1 @ 0 0 a-1

=2+a)(a-1)*
en donde: vemos que |Cl = 0 para a =-2 o a = 1 y distinto de cero en cual-
quier otro caso. Por tanto:

1.° Siae (o0, —2) U (=2,1) U (], + o), rango C =rango A =3 =n.°
de incognitas y, aplicando el teorema de Rouché, deducimos que el sistema
es compatible determinado.
-2 1

2.° Sia=-2,1C1=0,ycomo 5

=2 1“1 X
A=|1 2 1 1| ycomo|

1 121 1 -2
mentos de la tltima fila y las dos iiltimas columnas:

=3 # 0, entonces rango C =2

= 3, orlando este menor con los ele-

21 1 =2 11
1 2 1 |=0,pero] 1 -2 1|=09, luego rango C =2 y rango A = 3,
1 1 -2 A ]

asf que el sistema serd incompatible.

3.2 Sia=1

i G IR S |
= O IS I - (0 ) (i (|
11851 | 10 Ay ol

y, evidentemente, rango C = rango A = 1 menor que el mimero de incégni-
tas, por lo que el sistema serd compatible indeterminado biparamétrico y se
reduce a una sola ecuacién: x+y+z=1
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Solucion:

Llamemos C = matriz de los coeficientes y A = matriz ampliada con los
términos independientes. Luego:

. g B v
c=|32 3|y A=|-32 3 =2
2 m -5 2 m -5 4

Tenemos que calcular el valor de rango C para cualquier valor real de
m, y, para esos mismos valores, el valor de rango de A.

il el

=24l )
2 m -5

ICl = =-9(m+3)

en donde vemos que el tinico valor que anula |Cles m = - 3.

Por tanto:

a) SimeR - {-3) rango C = rango A = 3 = nlimero de incognitas y,
aplicando el teorema de Rouché, deducimos que el sistema es compatible
determinado.

b) Sim=-3
gl B2, 1 ‘
C=|-3 2 3 |[,ICI=0,ycomo =5 # 0 tenemos que rango C =2,
2 35 -3 2
siendo
| et B A 1
A=|-3 2 3 -2 |, perocomo # (), orlando este menor con la
2 354 -3 2 ‘

tltima fila y las dos dltimas columnas:

12| |1 1 2
=3, 2 3|=0, -3 2 —2|=-20#0se tiene que rango A = 3.
2 -3 -5 ‘ 2 -3 4

Asi que rango C = 2 y rango A = 3, luego el sistema es incompatible.

Matemdticas I 19

Problema 3

Discutir segun los valores del parametro a, y resolver en los casos
que proceda, el sistema

x +(@+ty+ z =0
X + y +(a+1)z=0
La Laguna, junio de 1995

{(a+1)x+ ¥ RET =0

Solucién:

Para resolver este problema aplicards el teorema de Rouché-Fribenius.
Se trata de un sistema homogéneo y siempre tendrd la solucién x = 0, y = 0,
z=0. Como sabes, para que tenga solucién distinta de la trivial es condicién
necesaria y suficiente que el rango de la matriz de los coeficientes sea cero,
en cuyo caso el sistema serd compatible indeterminado ya que rango C =
=rango A <n.? de incignitas.

Calculamos el valor del determinante sumando a la dltima columna las
otras dos, sacando a + 3 fuera del determinante como factor y buscando
ceros en la iltima columna:

a+1l 1 ag+3 a+1 | 1
IC=l 1 g+1a+3|=@+3)| 1 a+1 1|=
1 1" a3 1 1 1
a 0 0

=@+3)|0 a 0|=(a+3)a?
Pl 1)

que valdrd 0 cuando a = -3 o0 a = 0. Por tanto;

1.7 Siae R~{-3, 0}, el determinante de C no es cero, luego rango C =
=rango A = 3 = n.® de incognitas y el sistema es compatible determinado
(tiene la soluci6n trivial).

25" Sia=0,

[ 3 s ) s i ()
e | [ IR | A=[1 1 1 0}, luegorango C =rango A = | menor
(s ER =1 WA

que el nimero de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado, que-
dando reducido a una sola ecuacién:

WATEMATICAS |
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x=0-0
x+y+z=0,cuyasoluciénes: { y=o o,feR
z=p
3° Sia=-3,
=74 g
C=|1 -2 1 |,ycomo # 0 rango C = rango A = 2 menor que
1 1 =2 I =2

el nimero de incégnitas, el sistema es compatible indeterminado unipara-
métrico; como la iltima ecuacion es combinacién lineal de las dos primeras,
el sistema es equivalente al siguiente

J —2x+y+z= - .
y como # 0 haciendo z = 1, nos da como

lx—2y=z={) 4
solucién

xX=t

y=it feR

z=1

Problema 4

Discutir, segtn el valor del parametro a el sistema de ecuaciones
lineales

X +ay+ z =1
{2x—y+az=2
X Y ot ez o= 8

Murcia, junio de 1995

Solucién:

Para resolver este problema aplicards, como siempre se hace en los de
este tipo, el teorema de Rouché-Frobenius.

Llamemos C a la matriz de los coeficientes y A la matriz ampliada con
los términos independientes.

L @ 1 ) R IR
=l =g | eli=) 20 Zkligs 2
I 1 4 kavls niia 3

Matemadticas I 21

Multiplicando la primera fila por — 2 y sumédndola a la segunda, y multi-
plicindola por —1 y sumandola a la tercera:

Iisg L 1.4 1 R s P
2=1 g l=|0=1=2a"d-2]=(a—1) ‘:(’_a—l)(—a~3)
21 a| |0 1-a a-1] ~1

en donde vemos que |Cl = 0 solamente sia=10a=-3.

Por tanto,

1.° Siae R-{-3, 1} rango C =rango A = 3 = n.” de incignitas, asi
que el sistema es compatible determinado.

2° Sia=-3,

o33 R
c=lai-1-3|y A={"2 13 2
T i 1§33

Como # 0, rango C = 2, y orlando este menor de A con la lti-

ma fila y las dos tltimas columnas:

1 =3 1 1 3 1
2 -1 3(=0; 2 -1 2(=10#0,asiquerangoA =3
1 1 -3 EE 3

y como los rangos son distintos el sistema es incompatible.

3° Sia=1,

[111] [1111} 1 111%

C=l2 -11]|; A=|2-112]|,ycomo #0, (2 -1 10,
5 I..X X3 2 -] v I

obtenemos que rango C =2

Orlando el menor de A con la iltima fila y las dos tltimas co-

lumnas:

2 -1 1|=0; [2 -1 2|=-6#0,dedonderangoA=3

y como los rangos de ambas matrices no son iguales el sistemna serd incom-
patible.

MATEMATICAS|
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Matemdticas | 23

EL ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL

-

Los problemas correspondientes a esta parte suelen ponerse mezclados
con los del bloque siguiente: El Espacio Euclideo Tridimensional. Debes
dominar la geometria del plano afin y euclideo estudiada en los cursos ante-
riores, las distintas formas de dar las ecuaciones de una recta y un plano en
el espacio, el paso de unas ecuaciones a otras, las condiciones de paralelis-
mo Yy las posiciones relativas de rectas y planos.

Problema 1
Consideremos las rectas de ecuaciones

s:x+1=

{x+y—z+3 =0 y-3
#
-2x + z-1 =0 i

z
= 5

a) Hallar npara que ry ssean paralelas. _ _
b) Para el valor de n obtenido en el apartado anterior, determi-
nar la ecuacion del plano que contiene ambas rectas

Madrid, junio de 1995

Solucién:

a) Para que las rectas sean paralelas sus vectores directores deberin
tener las componentes proporcionales.

Sean V, y V, vectores directores de r y s respectivamente. Una forma de
obtener v, puede ser calculando las ecuaciones paramétricas de r, resolvien-
do el sistema formado por las ecuaciones de los planos que la determinan
(otra forma muy cémoda es obtenerlo como producto vectorial de los vecto-
res caracteristicos de dichos planos):

<+

| = | —

I

x —
X+y=2z-3
r: , de donde r =
2% =—z-—-1

t2| o —

f te R, asique

-t
I
|

[}
1l
vy

?—z[lil]—al?)* b L !
r 27" =L 1L 2y ={1"n 2y uegoT_T_-?——-_—> n=

b) El plano pedido pasa por el punto A(- 1, 3, 0), siendo dos vectores

A(=1,3,0)
§
W
§
B(0,-2,1)
paralelos a dicho plano, el v.=(1,1,2) y el W, A_B', siendo B un punto cual-
quiera de r;
x+y —<z+3=0 [ 1 3
- como | # (), haciendo z = 1 obtenemos x =0,
—2x +z—1=0 |2 |

y=-2,luego B (0,—2,1), AB =(1,-5, 1),
x+1 y-3
Asi que el plano pedido sera: | 1

1 =3

= () y, desarrollando,

— D

llx+y—-6z+8=0

Problema 2
Estudia, segun los valores de A, la posicién relativa de los planos
m=AX—-2y+z—-1=0

m=X—2Ay+Az-3=0
TL=X—4y+Az—-A=0

Extremadura, junio de 1995

Solucién:

Observa que la discusion del sistema de ecuaciones lineales nos va a
resolver el problema.
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Jz_\—-z‘\-:f::i A =201 g B B
x =20+ Alz=3 SeaC=|(1-2411 A=|1-=214 4 3
1,1‘—-4_\'+ﬂ;:1 1 -4 2 1 4 4 4
o st il e R m ol i ‘
IC=| 124 4 | =|1-4* 0 0 |=(A*-1)(-24+4)
1 4 A 1 -4 A

que solamente se anulaparaA=1A=-104=2.

Por tanto;

a) Side R-{-1, 1,2} rango C =rango A = 3 =n.° de incignitas y el
sistema es compatible determinado. Por tanto, los tres planos se cortan en
un punto.

b) Sidl=-1,
=] <2 11 =1 =211 1
C=|1 2 -1}|; A=|1 2 -1 3
] 1 4 -1 -1

¥ como

# (), rango C = 2, y orlando este menor de A con la pri-

1 -4
mera fila y las dos iltimas columnas:
-1 -2 1 -1 -2 1
‘ 1 2 -1|=0; |1 2 3|=-24%0,dedonderangoA=3
1 -4 -1 1 -4 -1

Por tanto, el sistema no tiene solucién. Observa que en este caso los dos
primeros planos son paralelos, siendo cortados por el tercero.
e}l SEA=1,

1 -2 -2 1 5
C=l'11'=2" 1 |3 A=]|#1 =2 - 3| como " |#0, rango C=2,
1 4 1, 1 4 1 1 :
1 -2 1 ‘
pero| 1 -2 3 | #0, asi que rango A =3,
2 4 1

y como los rangos son distintos, el sistema no tiene solucién. También en
este caso los dos primeros planos son paralelos, siendo cortados por el ter-
cero.

Matemdticas | 25

[ §%]

= 2
2 2 1 -2 1 1 2 _n
C= 4 2 |; A=|1 -4 2 3 |;como #0, rango C=2,
1 4 2. 1 4 2 2
y orlando el menor de A con la dltima fila y la dltima columna, al
1 4|
ser
12 2 1
I -4 3|=0,rango A =3, luego el sistema es incompatible.
1 4 2

Observards que, en este caso, los dos tltimos planos son paralelos y son
cortados por el primero.

Problema 3

Estudiar la posicién relativa de las rectas ry s. Dar unas ecuacio-
nes de un plano (si existe) que contenga a ambas rectas

x-2 y+3 z+1 X+4 y-1 z+4
= = S: s =
2 -3 -1 o 3 1

Castilla-La Mancha, junio de 1995

Solucién:

2 =3 =

Como . —1 = T los vectores directores de ambas rectas serdn

paralelos, luego serdn paralelas. Como, ademds, el punto P (2, -3, 1) de la
2+4 -3-1)

-

-2 3

recta r no estd en larecta s | ya que , las rectas no serdn

coincidentes. Por tanto, existe un plano tinico que contiene a ambas rectas.

Dicho plano estd determinado por el punto P (2, -3, —1) de r y los vec-
tores vV = (2, -3, —1), w = PQ, siendo O un punto cualquiera de la recta s

Q (-4, 1,-4), quedandow = PQ = (-6, 4, -3).

MATEMATICAS |
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x=2+20-6f
Las ecuaciones paramétricas del plano ), _ 3 3,4 B a BeR
pedido serin w4l 3B
Problema 4
: 2x-1 % 1=z
Dar la ecuacion del plano paralelo a la recta O ¥ -

y que conliene a la recta (1 - A, 24, 1).
Zaragoza, junio de 1995

Solucion:

Como observaris, de la segunda recta nos dan sus ¢
ecuaciones paramétricas: g

L}

[ B
]
—_— b
s

Las ecuaciones continuas de ambas rectas son;
1

X

Por contener a la segunda recta, el plano pasa por P (1, 0, 1) y por las
condiciones del enunciado, serd paralelo a los vectores directores de ambas
rectas:

v=(0,2,-1); w=(-1,20)
luego la ecuacién del plano serd:

0 -1 x-1]|
2 2 y |=0,ydesarrollando, 2x+y+2z-4=0

EL ESPACIO EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL

Repasa a fondo todo lo relativo a dngulos entre vectores, rectas y pla-
nos; producto escalar, vectorial y mixto; distancias, dreas y volimenes.
Es muy fécil que te pidan resolver problemas o cuestiones para las que
tengas que emplear conceptos relacionados con este bloque y el anterior.

Matemdticas 1 27

Debes tener presente que se ponen muchos ejercicios del espacio afin y
del euclideo.

Problema 1

Hallar las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del
plano x = yy que distan 1 del plano 2x- y + 2z=2.

Madrid, junio de 1995

Solucion:
Sea P (x, y, z) un punto cualquiera del lugar geométrico pedido y

m2x-y+2z-2=0.Como

o LT 0, P

2x-y+2z-2=3
| . 2% -y +22-2 j

diPn=s|———I=1= o

2 =2
Inl i g 2y 2-2=-3

y el punto P tiene que estar también en el plano x = y, el lugar geométrico
pedido serd la unién de los puntos de las rectas r y s. siendo:
2x-y+2z-5=0 x—-y+2z41=0
r - §:
x=y xX=y

cuyas ecuaciones parameétricas son:

x=1 Y=1I
y=1 reR I y=I te R

I 5
5 -1
4\,: "'._Z'—T -\.: 3—-

~—
-

9

En otras palabras, el lugar geométrico pedido es el conjunto de puntos
de dos rectas paralelas que tienen de vector director vV = (2, 2, -1), pasando

5 |
una por el punto [ 0,0, - ) y la otra por el punto [U, 0, - S J '

2

MATEMATICAS |
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Problema 2
Dadas las rectag
x—1 Y+2 _ = -
r:3=______-__‘=21 Sx+2-y3=22
2 4 -1 2 3

a) Estudiar sy

Posici i | o,
b) Hallarla dis sicion relativa en el espacio

tancia entre ellas.

Madirid, junio de 1995
Solucion:
Consideremos ¥, = (3 3 4) y v, = (-1, 2, 3) vectores directores de
C 3 7
ambas rectas. Co el N
anibas rectas. Como R las rectas no son paralelas, [uego se cortan

0 se cruzan.
Sabemos que A (1, —

2, 1) es un punto de r y B (-2, 3, 2) es un punto de s
y AB =(-3,5, 1). Com R ’

0]
i 3 2 4 |
=1 9 3 | #0 las rectas se cruzan.
Aty q

b) Para contestar

. : a este apartado puedes aplicar directamente la
formula que da la dist

dNcig entre dos rectas que se cruzan (consulta el libro

* exto), O razonar ¢ . =r
de texto), o raz €Omo |6 hacemos a continuacion:

La distancia pedida es igual

. < <
no ® que, conteniendo
A(l,-2, 1)y

a la distancia de un punto A de la recta r al pla-
4 la recta s, es paralelo a la recta r. Por tanto, como

Matemdricas [

=1 Bl
w2 2 y=-3|=0=>2x+13y-8z-19=0
3 4 z=2|
Tendremos:
2-1+13-(-2)-8-1-19 51
dA mB=sl——————— ——— =—
127+ 132 + (-8)° 1237
Problema 3

Considérese la figura siguiente:

A(l,1,0) D

B(-1,-1,-1) C(2,2,0

Se pide:
a) Coordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Area de ese paralelogramo.

Madrid, junio de 1995

Solucién:

a) SeaD (x,y, z). ComoAD = BC, tenemos:

j".1'=4
(-1, y-1,20=3,3,1)= <y=4 luegoD(4,4,1)
l: =
b) Como sabes:
S=IBA x BCl
{7 48 e
BA x BC =| 2 2 1 | =(-1,1,0)
3 1

|
LuegoS= A(—1)*+ 17+ 0% =42

29

MATEMATICAS |




28 Selectividad 96. Ciencias

Problema 2

Dadas las rectas

X=1 y+2 z—1 X+2 y=8 z=2
/i = = S = —
3 2 - —1 > 3

a) Estudiar su posicion relativa en el espacio.
b) Hallar la distancia entre ellas.

Madrid, junio de 1995

Solucién:

=(3,2, 4) yV, = (-1, 2, 3) vectores directores de
3 2
s las rectas no son paralelas, luego se cortan

Consideremos V,

ambas rectas. Como
0 Se cruzan,

Sabemos que A (1, -2, 1) es un punto de r y B (-2, 3, 2) es un punto de s
y AB =(-3,5, 1). Como

~

2
-1
-3

# () las rectas se cruzan.

Lth a2 2

—_— )

b) Para contestar a este apartado puedes aplicar directamente la
férmula que da la distancia entre dos rectas que se cruzan (consulta el libro
de texto), o razonar como lo hacemos a continuacion:

La distancia pedida es igual a la distancia de un punto A de la recta r al pla-
no T que, conteniendo a la recta s, es paralelo a la recta r, Por tanto, como
A(l,-2, 1)y

Matemdticas [

-1 3 x+2
|2 2 y-3|=0=2+13y—-8z-19=0
3 :—2‘
Tendremos:
_ _ |2-I+13-{—21—8-I—I9 51
d(A m =| Fa——
422+ 132+ (=8)? 1237
Problema 3

Considérese la figura siguiente:

A(L 1,0 D

B(=k =1, ~1) C(2,2,0)

Se pide:
a) Coordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Area de ese paralelogramo.

Madrid, junio de 1995

Solucién:
a) SeaD (x,y,z). ComoAD = BC, tenemos:

4
r=4 luego D (4,4, 1)
=]

=1.y-1,2)=(3,3, 1)=

1

I

b) Como sabes:

S=IBA x BCl
_ i k
BA xBC =| 2 1 | =1,1,0)
1

(VTS Sl

Lnegs $o JC07+ RO T

s

MATEMATICAS |
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Problema 4

Determinar la distancia del punto (1,1,1) a la recta de ecuaciones

[x=2+r
Y= =
1_z=4

Justificar geométricamente la resolucién del problema.
Murcia, junio de 1995

Solucion:

Sea P (1,1,1) y d la distancia pedida. Observando la figura adjunta,
vemos que la distancia de P a r es la medida del segmento PQ, trazado por P
perpendicular a r.

Si & es un vector director y unitario de » y A es un punto cualquiera de

la recta, se cumple que

AP x if| = I.-fP liflseno=|AP| senau=d
;)
/i
/ \
// 1 f!
/ e
)f’ ‘.l d____,,_/-""'—'-_/’
/o ..'..!Jf)f’ wa
’/ﬁﬁ/ ¢
= | u

Por tanto, tomando A (2,1.4), AP =(-1,0,-3),
y como un vector director de res v = (1, -1, 0),

L F o 1 =Y
r.’ e —— e — | -t " - [}
vl 2 \-AT T o

serd un vector director unitario de r

LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

Matemdticas | 31

. | iJ ok 3 3 |
Pero APxu =| -1 0 3| = [ =) —==; = , de donde
] _1 \ - - A= s
— — 0
|42 42

[l = vy

di! (oo vt cin

) R | | (et &

MATEMATICAS |

Aparecen con mucha frecuencia en las Pruebas de Selectividad los pro-
blemas relacionados con estos temas. Para resolverlos es necesario que
manejes con soltura los conceptos de limite, continuidad y derivada de una
funcién en un punto, cdlculo de limites indeterminados, reglas de deriva-
cion, propiedades de las funciones continuas y derivables en un intervalo, y
particularmente la regla de L'Hopital y los teoremas de Rolle, Bolzano y de
Cauchy (o del valor medio).

Problema 4

Dada la funcién

E
3-axq x<i
fix)=1 2

—— X
ax

a) ¢Para qué valores del parametro a es continua?
b) ¢Para que valores de a es derivable?

Madrid, junio de 1995

Solucién:

Parax < 1, f(x) = 3 — ax?, y puesto que es una funcién polinémica serd
Continua y derivable cualquiera que sea el valor de a.
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Problema 2

Dadas las rectas

x—1 y+2 z—1 X+2 y-3 z-2
r. = = S = =
3 2 4 —1 2 3

a) Estudiar su posicién relativa en el espacio.
b) Hallar la distancia entre ellas.

Madrid, junio de 1995

Solucién:

l
s

Consideremos Vv, 4) y v, = (-1, 2, 3) vectores directores de

b2

ambas rectas. Como i las rectas no son paralelas, luego se cortan

0 se cruzan.
Sabemos que A (1, -2, 1) es un punto de r y B (-2, 3, 2) es un punto de s
y AB =(-3,5, 1). Como
| 3
—1
-3

# () las rectas se cruzan.

LU I S I L
—_— )

b) Para contestar a este apartado puedes aplicar directamente la
formula que da la distancia entre dos rectas que se cruzan (consulta el libro
de texto), o razonar como lo hacemos a continuacion:

La distancia pedida es igual a la distancia de un punto A de la recta r al pla-
no 1 que, conteniendo a la recta s, es paralelo a la recta r. Por tanto, como
A(l,-2, 1)y

Matemdticas I 29

=1 3 242
m|2 2 y-3|=0=>2x+13y-8z-19=0
3 4 z-2
Tendremos:
|2-l+13-(—3]—8-|—|9 51
d (A, m) = - - = —
‘ 224 132+ (—B)? ---!237
Problema 3
Considérese la figura siguiente: Z’
=
A(1,,1.0) D =
=
=
B(-1,-1,-1) CHK2Z;2,0)

Se pide:
a) (}oordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Area de ese paralelogramo.

Madrid, junio de 1995

Solucion:

a) SeaD (x,y z). Como AD = BC, tenemos:

X =
(x-1,y-1,20=(3,3,1)= -{_\':4 luego D (4,4, 1)
z=1

b) Como sabes:

S=IBA x BTl
k
1 | =(1,1,0)
1

BA % BC =

LSS S |
L B ~=-|

Luego S= A (=1)2+124+07= 42
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; e x=2+20-6f3
Las ecuaciones paramétricas del plano |, _ 3 3, .4 B o BeR
pedido serdn z=-1-a-3p
Problema 4

5 2x—1 ¥ 1-z
Dar la ecuacion del plano paralelo a la recta - =
0

y gue contiene a la recta (1 — 4, 24, 1).

Zaragoza, junio de 1995

Solueién:
; y=1—k
Como observaras, de la segunda recta nos dan sus 24
ecuaciones parameétricas: l; > I
Las ecuaciones continuas de ambas rectas son:
I
X——
2 y z-1 x—1 y-0 z-1
Ty W— )l' = =
0 2 -1 —1 2 0

Por contener a la segunda recta, el plano pasa por P (1, 0, 1) y por las
condiciones del enunciado, sera paralelo a los vectores directores de ambas
rectas:

v=(0,2.-1); w=(1,20
luego la ecuacién del plano serd:

0 -1 x-1|
2 y | =0,ydesarrollando, 2x + y +2z -4 =0

[ %]
-

EL ESPACIO EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL

Repasa a fondo todo lo relativo a dngulos entre vectores, rectas y pla-
nos; producto escalar, vectorial y mixto; distancias, dreas y voliimenes.
Es muy facil que te pidan resolver problemas o cuestiones para las que

tengas que emplear conceptos relacionados con este bloque y el anterior.

e
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Debes tener presente que se ponen muchos ejercicios del espacio afin y
del euclideo.

Problema 1

Hallar las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del
plano x = yy que distan 1 del plano 2x— y + 2z=2.

Madrid, junio de 1995

Solucion:

Sea P (x, y, z) un punto cualquiera del lugar geométrico pedido y
m2x—y+2z—2=(. Como

MATEMATICAS |

| 2x—y+22z-2
e =

=—— =t 0
| 224 (=1)2 +2?

y el punto P tiene que estar también en el plano x = y, el lugar geométrico
pedido serd la unién de los puntos de las rectas r y s, siendo:

[ 2x-y+2z-5=0 2x—y+2+1=0

i ¥ 5
X=n | x=Yy

cuyas ecuaciones paramétricas son:

( = Xx=1
‘ y=t te R V=it te R
j gy 9
5 -1 1
2T R

En otras palabras, el lugar geométrico pedido es el conjunto de puntos
de dos rectas paralelas que tienen de vector director v = (2, 2, —1), pasando

~. ! l
una por el punto [ 0,0, — e J y la otra por el punto ((_). 0, ? J .
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Problema 4
Determinar la distancia del punto (1,1,1) a la recta de ecuaciones
x=2+t
{y=1—r
Z=4

Justificar geométricamente la resolucién del problema.
Murcia, junio de 1995

Solucién:

Sea P (1.1.1) y d la distancia pedida. Observando la figura adjunta,
vemos que la distancia de P a r es la medida del segmento PQ, trazado por P
perpendicular a r.

Si i es un vector director y unitario de r y A es un punto cualquiera de
la recta, se cumple que

AP xil|=|AP|-lillsenoi=|AP| seno=d

Por tanto, tomando A (2,1,4), AP =(-1,0,-3),
y como un vector director de res v = (1, -1, 0),

v (1,-1,0) | ] .
T ) | serd un vector director unitario de r.
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‘ toJd. kK 3 L8
Pero APxu =| =1 0 -3|= (_— ——, —— |, de donde
42 2 ]2 .
I _1 \ Y A
)
A2 A2

LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

Aparecen con mucha frecuencia en las Pruebas de Selectividad los pro-
blemas relacionados con estos temas. Para resolverlos es necesario que
manejes con soltura los conceptos de limite, continuidad y derivada de una
funcién en un punto, cdlculo de limites indeterminados, reglas de deriva-
cién, propiedades de las funciones continuas y derivables en un intervalo, y
particularmente la regla de L'Hopital y los teoremas de Rolle, Bolzano y de
Cauchy (o del valor medio).

Problema 4

Dada la funcion

L
3—axd, x<1
flx)=17 2

=% N
ax

a) ¢Para qué valores del parametro a es continua?
b) ¢Para qué valores de a es derivable?
Madrid, junio de 1995

Solucién:

Parax < 1, f(x) = 3 — ax?, y puesto que es una funcién polinémica serd
continua y derivable cualquiera que sea el valor de a.

MATEMATICAS |
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(5]
2

"

Fa = s 3
Para. x>1, filxl= — vy como se trata de una funcién racional
; =

cuyo denominador no se anula (solo se anularia en el caso de que a = 0, en
cuyo caso la funcion no estarfa definida). la funcién es continua y derivable.
Por tanto, s6lo nos falta estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 1.

a) Para que la funcién sea continua en x = |, debe de estar definida en
x = 1, tener limite y que ambos valores coincidan.
Para que la funcién tenga limite en x = 1, los laterales deben de ser iguales:
lim f(x)=lim(3-ax’)=3-a
x—+1

b1

2 2
lim f(x)=lim =—
i1’ =l ax a
2
Portanto, 3—a=—=a*-3a+2=0, dedondea=2ya=1.
a

Como paraa=1 (1) =2 lim f(x), la funcién es continua.
v
De la misma forma, paraa =2 f(2) =1 =lim f(x), y la funcién es con-
tinua. ¥
b) Para que la funcién sea derivable en x = 1, es necesario que sea
continua y, ademas, las derivadas laterales tienen que ser iguales:

=
ara o B
P x> 1, Flir)=——
ax’
2
Portanto: sia=2 £’ (1')=- =—1;f (1H=-=2-2-1=-4, yla
; 71 4
funcién no es derivable,

sta=l == ﬁ:—z;;‘”{l)z—l 1-1=-2,

y la funcidn es derivable.
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Problema 2
Calcular el limite
2-x)e*—(2+
in 2-% (2+x)
x—0 x2

Madrid, junio de 1995

Solucién:
Se trata de un caso de indeterminacién de la forma . Aplicando dos =S |
—
= = > . TTA 1 4 . & s =
veces la regla de L'Hopital resolverds el problema sin ninguna dificultad: s
: . = =
. Q-xe -2+  —er+(2-x)e*-1 —e*=e*+(2-x) e ——
lim — - = lim = lim =10
x=30 X %= 2x =0 2
Problema 3

Determinar el polinomio p(x), de grado menor o igual que 3, tal
que la curva y = p(x) sea tangente a las rectas y= 2 — x, x+ y = 0 en
los puntos de abscisa x= 0y x = 1, respectivamente.

Zaragoza, junio de 1995

Solucién:
Seap(x)=ax*+bx*+cx+d; y=ax’+ bx*+cx+d

Por ser la primera recta tangente en el punto de abscisa x = 0, la curva pasara
por el punto (0, 2) de la recta; por ser la segunda recta tangente en el punto de
abscisa x = 1, la curva pasard por el punto (1, 1) de dicha recta, Por tanto:

parax=0, a-0°+b .0*+c-0+d=2, asi que d =2

parax=1, a-1*+b-1"+c-1+d=-1,dedondea+b+c=-3

Recordando el significado geométrico de la derivada, la derivada de y =
=p(x), en x = 0 debe de ser —1 (pendiente de y =2 — x) y, en x = |, también tiene
que ser —1 (pendiente de x + y =0), y como y’ = 3ax? + 2bx + ¢, tendremos:

x=0: 3a0?+2b0 +c=-1 dedondec=-1

x=1: 3al*+2bl +c=-1 portanto3a+2b=0
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Y resolviendo el sistema de ecuaciones obtenido, quedan determinados los
coeficientes del polinomio:
l

o |

(’:

d=
= ag=4, b=-6, c=-1,d=2

a+b+c=-3

3a+2b=0

Problema 4

a) Sila derivada de una funcién f es mayor que cero en todo
punto, probar que no puede haber dos puntos distintos x, y tales que
/%) = A{}).Teniendo en cuenta esto, demostrar que la funcién f(x) =
=2x—e* + 1 solamente se anula en x=0.

b) Calcular el drea de la regién limitada por la grafica de la fun-
cién anterior, el eje X'y las rectas verticales x=-1y x= 1.

Extremadura, junio de 1995

Solucion:

[Evidentemente, el apartado b) corresponde al tema de aplicaciones de
la integral definida.]
a) Procedemos por reduccion al absurdo:

Supongamos que existen x e y tales que fix) = f{y); como f es derivable
para todo valor real, la funcion es continua. Asf que:

fes continua en [x, y]
fes derivable en (x, v)

flx) = fy)

De donde aplicando el teorema de Rolle, deducimos que Jc¢ € (x, y) tal que
£ (¢) =0, en contra de la hipétesis. Por tanto no pueden existir dos reales
distintos x, y tales que f{x) = f{y)

Consideremos la funcion :

fx)=2x—e™+ 1:

FO)=2-0—-e2'+1=0

fx)=2+2e>>0,VxeR

Asi que, en virtud de lo demostrado anteriormente, f sélo puede anular-
se enx =0.

(]
Lh

Matemdticas I

b) Para resolver este problema, puede ayudar el tener un ligero eshozo
de la grafica de la funcién entre x = -1y x =1:

sabemos que la funcién es continua y estrictamente creciente en [-1, 1],
siendo f(0) =0
(ademads, como /" (x) =—4 ¢* <0, V x e R, la funcién es convexa); asi que
la grdfica tendrd la forma que se indica en la figura.

Por tanto:

S=-J° @x—e*+ 1) de-]; @x+e*+ 1) dx
3 +et

_[_| 2x+e™+ Ddr=[x*—-e>+x] =
! 1 ‘:
= I+e”

J’|:| [2\ —e 4] ) {f,‘( = ,1‘1 =+

. 4

3 -e?
De donde S = -

(Realmente, no necesitamos tener la gréfica de la funcién. Como sabe-
mos que la funcién es continua y sélo se anula en x = 0, con seguridad
S= H () dx [ +H“ fx) {.{x|).

ESTUDIO DE LA VARIACION DE UNA FUNCION

Repasa los conceptos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y
convexidad, mdximos, minimos y puntos de inflexion de funciones reales
de variable real, asi como los procedimientos de su célculo. Recuerda que

MATEMATICAS |
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en muchos casos el estudio del posible mdximo o minimo de un punto criti-
co se hace comodamente mediante el estudio del signo de la derivada pri-
mera; igualmente a veces el estudio de los puntos de inflexion se hace muy
ficil estudiando el signo de la derivada segunda.

Procura adquirir destreza en la resolucion de problemas de mdximos y

minimos.

Problema 1

En la figura se representa la grafica de la derivada /" de cierta
funcion f

Con este dato, determinar si existen maximos, minimos (relativos)
o puntos de inflexién de fen los puntos de abscisa x=1Yy x=2.

Madrid, junio de 1995

Observa que en x = 1 /" pasa de ser positiva a ser negativa; por tanto
pasa de ser estrictamente creciente a estrictamente decreciente. Como en
x = 1 festd definida (ya que existe /" (1), tendrd un maximo relativo.

Por otro lado, en x = 2 ' pasa de ser decreciente a ser creciente, asf que
f pasa de ser convexa a ser concava, y, como la funcién estd definida en x = 2,

tendrd un punto de inflexion.

Problema 2
Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
4x+5

I Psiiaiere

Madrid, junio de 1995
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3
El dominio de la funcion es D =R — {3} . Como
e 4(2x—3)—(4x+5)2 —25 o
(x) = = <0,Yxe D, laf a
: (2x—3) (2x—3)? X la funcién es

estrictamente decreciente en todos los puntos de su dominio.

Problema 3

Una cierta funcion derivable f: R — A verifica que f0) = —1 y que
/' (x) £ 2. 4Cuanto es lo maximo que puede llegar a valer (3)? ;Hay
alguna funcion con esas caracteristicas para la que f(3) es precisa-
mente el valor dado en la respuesta anterior?

Sevilla, junio de 1995

Solucion:

Por los datos que te dan, parece l6gico que lo intentes resolver utilizan-
do el teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]:

como f es continua en [0, 3] y derivable en (0, 3) existe ¢ € (0, 3) tal
que

F(3) = £(0)= f'(c) (3 - 0), de donde

JSB)=f0)+f(c)(3-0)<—1+2-3=5, luego el mdximo valor que
puede tomar es 5.

Para contestar la segunda parte, podemos intentar probar con la fun-
cion mds sencilla que pasa por los puntos A (0, —1) y B (3, 5), que es una
recta:

como para esa recta, m= —— =2 = f' (x), V x € R, tendremos

w|en

y=(=1) =2 (x - 0), y, evidentemente, la funcién y = 2x — 1, que verifica las
condiciones dadas.

MATEMATICAS |
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Problema 4

Encontrar las dimensiones de un trapecio inscrito en un semi-
circulo de radio A para que su drea sea maxima. (Ver figura).

prom

Zaragoza, junio de 1995

Solucion:
! . (2R+b)h
Funcién de la que tienes que hallar el valor médximo: § = S
b} | 4R - b’
pero entre b y h existe la relacion: R’ =(7 +h*=h= —-—-—i—

L

QR+b){4R*-b*
queddndonos § = T
y derivando respecto de b:
P = -b
54 3—["\4R"—b! + I2 R+b) ﬁ):
v 4R - b’

1l -2b*-2Rb+4R?
=i = ara que la derivada sea cero
& fmepy | cypeRd

~2W*-2Rb+4R*=0=b=-2R, b=R,

luego: b=R; h=R |

] 1’@-}
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b2
h R

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Todos los conceptos del tema anterior son de aplicacién en la obtencién
de una grifica. Repasa el cdlculo de asintotas. En algunos casos conviene
que utilices un cuadro que resuma toda la informacion obtenida de la grifica.

Problema 1
Se considera la curva de ecuacién
4x—-12
arE=n

Encontrar:

a) Dominio de definicién y corte con los ejes.

b) Posibles extremos (no se pide determinar su caracter).
c) Asintotas y regiones. Extremos.

d) Representar graficamente la curva.

Murcia, junio de 1995

Solucion:

a) D=R- {2}, yaque x =2 es el tinico valor que anula el denominador.
Corte con el eje OX: para y = 0, x = 3, asi que serd en el punto (3, 0).
Corte con el eje OY: para x =0, y =-3, luego serd en el punto (0, -3).
b) Derivando la funci6n:
, —dx+16 A i .
y= TT y como la funcién es derivable en todo su dominio, en el
X =2)
tnico punto que puede tener extremo es en el que se anula la derivada, o
sea,enx=4.

WATEMATICAS |
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¢) horizontales:
4x—12 _ 4x-12
lim — =0 hm ————
e (x=2) e (X—2)°

=0, luego y = 0 es asintota horizontal.

Verticales: solamente tiene la x = 2.
Oblicuas: como tiene horizontales no tiene oblicuas.
Regiones:
4(x-3) . : L
y=———luegosix>3,y.>0ysix<3,y.<0
(x-2)?

Extremos:
para calcular el extremo, podemos estudiar el signo de la derivada y asf ten-
dremos mds informacion para la representaci6n de la curva:

4 (x+4)

y , luego los cambios de signo estardn en x = 2yenx=4:

(x=2)

six € (=0 2),y' (x) <0, y decreciente;

sixe (2,4),y (x) >0,y creciente;

six e (4, + =), y' <0, y decreciente;
asi que en x = 4 la funcién tiene un méximo relativo M (4, 1), ya que la fun-
cién pasa de creciente a decreciente.

d) Representacion grafica:
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Problema 2

2

Dibujar la grafica de la curva: y = 2x + 3x°, calculando previa-
mente:

a) campo de existencia;

b) corte con los ejes;

¢) crecimiento, decrecimiento y extremos relativos:

d) asintotas;

e) pendiente cuando x — 0"y x—0-,

Zaragoza, junio de 1995

Solucidn:

MATEMATICAS |

a) y=2x+3 {x3y,portanto, D=R.

b) Puntos de corte con el eje OX: en esos puntos y =0,

2+3 x’=0=(2x)'= (—3 "'q__r-') X (8x+27)=0=x=0, x =—
8

~

¥ los puntos de corte serdn P (0, 0) y O [% 0

El punto de corte con el eje OY serd el P.

' 1
g)l y'= 2[ 1 T J y el signo serd:

1
1 + J_\ >U:>l>—TJ—T:>x<—1(;hicn_r>f)
- [F ™

1+:¢{)=> l<-3—
N X x
\l X € (—e0, 1) U (0 + =0), y’ > 0, y la funcién es estrictamente creciente:
Stxe (-1,0), ¥’ <0, y la funcién es estrictamente decreciente;
pO’r ‘zanm. la funcién tiene un méximo relativo en x = -1, M (=1, 1), v un
Minimo relativo en x = 0, m (0, 0). i

= -1 <x<0, luego

d) horizontales:

f
{

. e NG Lo i i ]
"“m'k-l +2¥x J— + o0} [im th+ 2 4x? ): lim x (24- _T: W: — 00,
’ Ft 0 AX .
Y

/

\

luego no hay asfntotas-horizontales.
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Verticales: no tiene.
Oblicuas: y = mx + h

2x 4+ 2 4x* 1 ehl j s ICN
m = lim =lim |2+—— [F2:h=lim (2x+2 W' -2x |=+oo
= 4 gt N AX =
2 : .
(si x = — oo, ocurre lo mismo), luego no hay oblicuas.
e)
W s e
lim vy’ =lim 2| 1+— | =+
st 140 \ M x
|
Iim vV=Ilim2|1l+— | =-2°
v, = l' 3 | X )I
Con todos estos datos puedes dibujar la grdfica
i3 >
.//.."
v
B ./.r
— o o 2 4 — — - .
. ¥

S
9
|

INTEGRALES INDEFINIDAS

e ===

Repasa el concepto de primitiva de una funcién, integral indefinida y
sus propiedades. Debes tener soltura en el cdlculo de integrales inmediatas y
en los métodos de integracién elementales: @) integracion por partes, b)
integracién de funciones racionales, ¢) integrales que por cambio de varia-
bles se convierten en racionales. Todos los problemas que puedan aparecer

los resolverds con estos conocimientos.
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Problema 2

- Q- =
" a}Delem'unar la primitiva de 7 (X) = x* In x que pase por el punto

Zaragoza, junio de 1995
Solucién:
Por el tipo de funcién que tenemos que integrar, parece l6gico que apli-

quemos el método de integracién por partes. Conviene hacer In x = u. va
que con este cambio du es racional: -

.Jl‘-: In xdx = 2 \ In x _J.3 i th 2 ? ;
- T X— |—X —dx=—x" Inx—-— [ f =
5 5 . 5 5. bR

T
x' Inx-—.—x* +C
ST :

|
u=Inx; du=—dx
X

-

|

i 2 3_1.‘.

[ dv=x* dx;v= J x! dy=——
5

Luego el conjunto de todas las primitivas de la funcién serd

s

F 5l 3
x)=—3x° ||__]
5 \ nx 5 +C

: . 3 3 84

como F(1)=3, 3=— [Inx—— |[+C=2C=—
5 ) 25

< (gl : 3 ( )

¥ la funcién pedida serd y = — x° [ Inx- i J 4 ﬁ

i =5 : 5 25

Problema 2
Hacer el cambio 4x= t para obtener una primitiva de la funcién it} =;
4X

Extremadura, junio de 1995

MATEMATICAS |




44 Selectividad 96. Ciencias

Solucion:

En el enunciado te dicen el cambio que te convierte la integral en una
racional.

il 2t i 1
J — dx = dr:?J l-—— |dt=2(@-Inl1+1])=
J1 +4x 1 +1 : 1 +1.

= 2(\‘7— In (1 +4 x) ) +C

AX=1; x=1%dx=2tdl

y una primitiva puede ser y=2 4x -2 In (1 + 4x)

INTEGRALES DEFINIDAS. APLICACIONES

Para resolver los ejercicios de esta parte, debes dominar el célculo de
primitivas. Repasa el concepto de integral definida, el teorema fundamental
del cdlculo, la regla de Barrow y el célculo de longitudes, dreas y volime-
nes utilizando integrales definidas.

Problema 1
Calcular el drea de la regién limitada por las curvas

T )
ylasrectas x=-1yx=1 :

Madrid, junio de 1995

Solucién:

Se pide el drea de la figura rayada.
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Por tanto:
N/ \ ™ \ " Y -
S= I wi-x* Jdx+ J W’ —x?dx= I xldx - J x* dy+ I =
o -1 o 0 o -1 o -1 o 0
% . i : [ 3 'l _|| j‘
- | x*dx=2 | x de=2 s =—y’
Jo J o | 4 o 2
Problema 2

Sea F(x) =" dt. Hallar el valor de F' (0).
Madrid, junio de 1995

Solucién:

MATEMATICAS |

Supongamos que G (1) = [e" dt, es decir, que G(r) es una primitiva de e”,
Aplicando la regla de Barrow: F (x) =[G ()], = G (2x) - G (0),
y derivando respecto de x, y teniendo en cuenta que G’ (1) = e", tenemos:
F'(x)=G'(2x):2=e™ .2,dedonde F’ (0)=e¢" -2 =2,

Problema 3

Hallar el drea de la region comprendida entre las parabolas
.V='x2 ] Y='2xa+3

Madrid, junio de 1995

Solucioén:

Se pide el drea rayada en la figura.
Puntos de corte de ambas curvas:
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Solucion:
En el enunciado te dicen el cambio que te convierte la integral en una

racional,

A 2t i 1
J —dx= | ——dt=2 l——— |dt=2@G—-Inll +2l)=
1 +4x | +1 141

x

=7, [«E— In (1 +4x) ] +C

Ax=1; x = t% dx = 2tdt

y una primitiva puede ser y=2 4x -2 1n (1 + 4x)

INTEGRALES DEFINIDAS. APLICACIONES

—

Para resolver los ejercicios de esta parte, debes dominar el calculo de
primitivas. Repasa el concepto de integral definida, el teorema fundamental
del célculo, la regla de Barrow y el cdlculo de longitudes, areas y voltime-
nes utilizando integrales definidas.

Problema 1
Calcular el area de la region limitada por las curvas

i

3

y=x* y=Xx
ylas rectas x=—-1y x=1
Madrid, junio de 1995

Solucion:

Se pide el drea de la figura rayada.

Matemdticas 1 45

Por tanto:

Pl o) 1 (] i 0 Yy Ay
o= J , Wi-xt Jdxt | W —_thd,\-:J. -\":d.l'—J x' dx+ I X dx—
i = -1 o 0 -

e o

EA Mo 3 & ] 3
B ‘ XAdx= 2J X di=21—x =—y?
D 0 14

Problema 2

Sea F(x) = [;'e’ dt. Hallar el valor de F (0).
Madrid, junio de 1995

Solucion:

ISuptmgamos que G (1) = Je* dt, es decir, que G(1) es una primitiva de e’
Apin.‘_ando la regla de Barrow: F (x) = [G {.*‘)]ll.l =G (2x) -G (0), .
y derivando respecto de x, y teniendo en cuenta que G' (¢) = e", tenemos:

F'(x)=G’(2x)-2=¢®".2,dedonde F' (0) =" -2 =2, .

Problema 3

Hallar el area de la region comprendida entre las parabolas
Y=x*, y=-2x*+3

Madrid, junio de 1995

Solucién:

Se pide el drea rayada en la figura.
Puntos de corte de ambas curvas:

|

<

1 2
A

=
I

| g
Il
H

ly=-2x143'

'3
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Y por la simetria de la figura tenemos:

S=2J, 2" +3-x)dx=],(-3x*+dxr=[-x"+ 3x], = 2u?

Problema 4
Sea F (x) la funcion definida por

Fiy=je e’ d

Hallar los puntos en que se anula la funcion F'(x).
Madrid, junio de 1995

Solucién:

Hagamos F (x) = G (u) = Jyedt; u=e*—x-1.

Derivando respecto de x y aplicando la regla de la cadena y el teorema
fundamental del cdlculo tenemos:

Frix)=G' () u'=e*(e*—1)=e" " (e*—1)

y para que sea cero ¢* — | = 0, de donde x = 0.

PROBABILIDADES

Recuerda el significado de experimento aleatorio, espacio muestral,
suceso y tipos de sucesos. Probabilidad y sus propiedades, probabilidad
condicionada, probabilidad total y teorema de Bayes. Los problemas de esta

parte se ponen mucho en Selectividad.

Problema 1

En el lanzamiento de un dado se consideran los tres sucesos
siguientes: A = sale un numero impar; B = sale un numero par;
C=saleel10el2. Se pide:

a) ¢Sonindependientes Ay B?

b) ¢Sonindependientes Ay C?
¢) Calcular P (A/C).

Madirid, junio de 1995
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Solucion:

i) N ’ 4 i T -
a) Como sabes, dos sucesos A y B son independientes sélo si

P(AnB)=P(A)- P(B).

1

1
2— P(B)= =i asique P (AnB) =P (A) - P (B),

Pero P(ANB) =0, P(A) =

luego no son independientes.

. ] 1
b) !’L-Mﬁzz. !'1_-1r=T. P(O)=

s Ycomo P (ANC) =

_‘Jl—

- P (AY. P(C NICeS \ 1 y
=P (A) - P(C), los sucesos A y C son independientes.
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1
v D (4 Yo F iy I 5 5 Vsl
¢) P(A/C)=P(A)= — yYaque A y C son independientes,

Problema 2

Una caja contiene 5 bolas blancas, 7 bolas rojas y 4 bolas negras

Madrid, junio de 1995

Si]llll:ii"“.'
( l)n\iLi remos S )‘ = 54 I |}l Il = SdcCar b 4§
b Cremos IUN SUCes0s: ‘l v Ci it c i f
adCa ‘]n.l I(H]L- ’ N §5dC bi_ I'l negra.

Foh=— Pie Piliac
16 = ! J—F“luugn:
4

PvB) =L WNOB) _PW®) _ '_ﬁ 4

P(B) P(B) il 1
16




48 Selectividad 96. Ciencias

Problema 3

1
Los estudiantes Ay B tienen, respectivamente, probabilidades “2'
y % de suspender un examen. La probabilidad de que suspendan el
examen simultaneamente es de —1—10- . Determinar la probabilidad de

que al menos uno de los dos estudiantes suspenda el examen.

Madrid, junio de 1995

Solucion:

Consideremos los siguientes sucesos: A = el alumno A suspende el exa-
men, y B = el alumno B suspende el examen. Te piden P (AURB)

1 ]
Como P(A)=—, P (B)= ? P(ANB) = —](—)~ , tendremos:

1
~

1 1 1 3
PAUB)=P(A)+P(B)—-P(AnB)=—+ ———=—
20D 10 5

Problema 4

En una caja hay seis bolas numeradas, tres de ellas con niimeros
positivos y las otras tres con numeros negalivos. Se extrae una bola y
después otra sin reemplazamiento,

a) Calcular la probabilidad de que el producto de los nimeros
obtenidos sea positivo.

b) Calcular la probabilidad de que el producto de los nimeros
obtenidos sea negativo.

Madrid, junio de 1995

Solucién;

a) Para que el producto sea positivo, los niimeros obtenidos en ambas
extracciones tienen que tener el mismo signo.

El problema lo podriamos resolver calculando el espacio muestral y apli-
cando la regla de Laplace, pero lo vamos ha hacer de la siguiente manera:
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Consideremos los sucesos:

A = obtener producto positivo, P, = sacar niimero positivo en la extrac-
cién i, N; = sacar niimero negativo en la extraccion i, i = 1, 2.

Como A = (P,mP,) U (V,V,) y estos sucesos son incompatibles:

P(A)=P (P\nP,) + P (NN, =P (P) - P (P/P)) + P (N)) P (N/N,) =

b) El producto es negativo cuando no es positivo. Luego:

iy 3. 3
PA)=1-—=—
5 5
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EXAMENES CON SOLUCION

MADRID, 1995

INSTRUCCIONES: El alumno desarrollard uno de los dos repertorios
siguientes, y dara respuestas claras y concisas a cada una de las cinco cuestio-
nes. El nimero de repertorio elegido debe figurar al principio del ejercicio.

PUNTUACION: La calificacién maxima de cada uno de los dos ejerci-
cios serd de dos puntos.

REPERTORIO A

1. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segun los diferen-
tes valores del parametro m

Z +y +mz = 1 |
{x-y+2z=0 |
2X —y —z =m |

[(Solucién: a) m = -8 incompatible; b) m # —8 compatible determinado.] !
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2. Dadas las rectas

X—y+2z+1=0 {2x+y~az—4=0
r s:

" | 8x+y-2z-1=0 Xx+y+z =0

hallar la ecuacion del plano que contiene a ry es paralelo a s.
(Solucion: 27 x+ 17y-23z-17=0)

3. Se considera la funcion

Lx siD<x<1

) =
F0 ax*+b sil<x<e

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y
f(2) = 3 (L = logaritmo neperiano).

(Solucion: a=1; b=-1).

4, Calcular
n

I x* sen xdx

-t
(Solucién: 0)

5. Se lanza un dado seis veces. Calcular la probabilidad de que
salgan seis numeros diferentes.

5
[Solucién: —)
324
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REPERTORIO B

34 a b
1. Dada la matriz A= , encontrar las matrices B=

2 -3 0 c
tales que

AB=-BA

[ —C 3¢ i)
L Solucién: B = iceR

0 C B

2. Consideremos el plano T1 de ecuacién 20x + 12y + 15z2—-60 =0,
Hallar:

MATEMATICAS |

a) Los puntos A, B, C de interseccion de IT con los ejes coorde-
nados OX, QY, OZ.
b) Ladistancia entre la recta OBy el eje OX.

[(Solucién: @) A(3, 0, 0); B(0, 5, 0); C(0, 0, 4) b) 0).]

3. Caleular el limite /

COS*X — COS X

lim.q -
X

-3
( Solucion: — ]
Y

4. Hallar el valor de la constante b para que la funcion
F(x)=x*—2x%+ bx
tenga por tangente en el origen a la bisectriz del primer cuadrante.

Calcular entonces el drea de la region limitada por esa tangente y la
gréfica de f.

i 4
( Solucién: b=1; 8 = A ]
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5. En una caja hay 100 bolas numeradas del 1 al 100. Si se
extrae una bola, hallar la probabilidad de que el nimero extraido sea:

a) Multiplo de 3.
b) Multiplo de 5.
¢) Mdltiplo de 8, sabiendo que es mdltiplo de 5.

33

: b) -
)

3
Solucién: a)

) ———

[
510

MADRID, 1995

INSTRUCCIONES: El alumno desarrollard uno de los dos repertorios
siguientes, y dard respuestas claras y concisas a cada una de las cinco
cuestiones. El nimero de repertorio elegido debe figurar al principio del
ejercicio.

PUNTUACION: La calificacién méxima de cada uno de los dos ejerci-
cios serd de dos puntos.

REPERTORIO A

1. Discutir, segln los valores de a, el sistema

X + 2y + Z=0
X+(@a+2) y+ 22=0
Xx+((@2-a) y+(@-2)z=0

[Soluci6n: 1) @ = 0 o a = 2, compatible indeterminado; 2) para cualquier
otro valor de @, compatible determinado (solucién trivial).]
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2. Determinar la ecuacion de la recta r que pasa por el punto
A(1,0,2) y es perpendicular al plano determinado por el origen de
coordenadas y la recta

x=2z-1
y=z-2

[Solucién: (x, y, 2)=(1,0,2) +1(2,-1,-3).]

3. Calcular los maximos y minimos de la funcién y = xe”, asl
como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y
convexidad. L/

MATEMATICAS |

[Solucién: creciente estrictamente en (— oo, 1), decreciente estrictamente en
(1. + o), convexa en (— oo, 2), céncava en (2, + =), maximo (1, e™').]

4. Calcular
1
| x arctgx dx
a

[ T—2
k Solucién: J
4

5. Se lanzan dos dados y se observa que la suma obtenida es
impar. Calcular la probabilidad de que dicha suma sea menor que 8.

[ Solucion: — }

(o]

(F%]
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REPERTORIO B

-4 -~ {2

1. Dadas las matrices A= yB= , encontrar
AnTeE] -2 -4

a a

una matriz de la forma P = [ ] que verifique AP = PBYy tenga deter-

b e
minante igual a 1.

1 1 -1 -1 Y]
Solucién: , 0 bien
3 =2 3 B

2. Hallar la proyeccion del punto P(2, -1, 3) sobre la recta
X=31
r { y=5t—-7
z=2t+2

y calcular la distancia del punto P a la recta r.

[Solucién: a) Q(3, =2, 4); by d = 429 ]

8. ¢la funcién £ (x) = x* + x — 2 verifica las hipStesis del teore-
ma de Rolle en el intervalo [-2, 1]? En caso afirmativo, calcular el
punto o puntos predichos por el teorema.

Pl 1]
LSO]UCIOI‘II a)Si; b) o= ——

4. Dada la funcién
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calcular el rea encerrada por la curva, el eje OXy las rectas perpen-
diculares al eje OX que pasan por el méximo y el minimo de la fun-
cion dada.

(Solucién: S = In 2)

5. En una baraja de cartas espafiolas (40 cartas) se consideran
los sucesos A: extraer figura; B: extraer una sota; C: extraer una
espada. Hallar las probabilidades siguientes:

P(22) 52 ).r (&) [(22)

Compruébese que

(82)r(8)-r(2) -+ (52)

3 1 1
[ Solucion: (AUB/C) = 'ﬁ; P (A/B)=1; P (BIC) = W; P (AnB/C) = W

x

MATEMATICAS |




FISICA

EMILIANO NEVADO HERNANDEZ

Te presentamos una coleccién de problemas de Fisica ordenados bajo los
siguientes epigrafes: Cinematica, Dindmica (de una particula, de un sistema, de
rotacion), Trabajo y Energia, Termodindmica, Campos (Gravitatorios y Electros-
taticos), Magnetismo e induccion, Ondas, Fisica atémica y Corriente alterna.

No es una colecci6n exhaustiva pero si significativa de los ejercicios
propuestos en distintos distritos universitarios. Pretenden ser un comple-
mento de las explicaciones que recibes en clase y de tu libro de texto.
Hemos dedicado buena parte de nuestro trabajo al anilisis previo de los
ejercicios, porque pensamos que la resolucién de un problema o cuestion se
produce después de haber aprendido los conceptos. Asimilados éstos. nos
resultard facil resolver los problemas. En caso contrario, debemos volver
sobre el tema y aclarar las zonas oscuras. Sirvan. pues, este conjunto de
ejercicios y cuestiones para confirmar tus conocimientos o para orientarte
en aquellos detalles que atin no hayas comprendido. La utilidad que obten-
gas de ellos sera nuestra recompensa.

CINEMATICA

1. (Madrid, 1995) Una pelota se deja caer desde la cornisa de
un edificio y tarda 0,25 s en recorrer la distancia de 2,7 m desde el
borde superior al inferior de la ventana. ;A qué distancia de la cornisa
se encuentra el borde superior de la ventana?

Datos: g =9,8 ms2

Anilisis previo:

Se trata de un movimiento de caida de grave, un movimiento uniforme-
mente variado, en el que el modulo de la aceleracion es conocido: 9.8 ms—.

Sistema de referencia: direccion, la vertical: origen del sistema. la corni-
sa; sentido positivo. hacia abajo.

FISICA
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La posicién en un movimiento uniformemente variado esta determinada
por la ecuacion:

s=s,+vit+1/2at-.

En nuestro caso s, = 0 m; v, = 0 m/s; y puesto que hemos elegido positivo
hacia abajo a = g = 9.8 ms—. Si la posicion la representamos por h. tenemos:

h=49t-. (1)

Respuesta:

Para resolver el problema basta aplicar la ecuacién (1).

Punto 1: borde superior de la ventana.

Posicion: h,

Tiempo transcurrido: t,

Aplicando (1):

(2) h, =491’

Punto 2: borde inferior de la ventana.

Posicion: h.-=h, + 2.7

Tiempo transcurrido: t. = t, + 0.25

Aplicando (1):

(3) h, +2.7=49(t, +0.25)°

Restando de la ecuacion (3) la ecuacion (2). resulta:

2.7=49(1,+0,25)2-491t/
2.7 =492t +0,25).0.25

t=098s
Distancia de la cornisa al borde superior de la ventana:
h=4,7m

rJ

.
T
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2. (Madrid, 1995) Un coche se mueve a lo largo de una linea
recta con una velocidad v,. Al accionar los frenos, experimenta una
deceleracion constante y se detiene al cabo de 5 s después de reco-
rrer una distancia de 100 m. Determinese:

a) La aceleracion.
b) Lavelocidad v,, expresada en Km/h.

Anilisis previo:

Como en ejercicio anterior, se trata de un movimiento uniformemente
variado porque experimenta una deceleracion constante.

Sistema de referencia: Direccion, horizontal; origen del sistema, el pun-
to en el que aplicamos los frenos; sentido positivo, hacia la derecha, el mis-
mo que ¢l del desplazamiento del mévil. Teniendo presente que en el instan-
te inicial, el coche esté en el origen, s, = 0 m, las ecuaciones del movimiento
son:

(1) s=v,t+1/2at?
(2) v=v,+at.
Respuesta:

Segiin el enunciado del problema para t = 5 s, el mévil se ha parado
v =0, y ha recorrido 100 m, s = 100. Sustituyendo en (1) y (2) resulta:

(3) 100=v,.5+1/2a25
4) 0=v,+a.5.

Resolviendo el sistema obtenemos:
a=—8ms™

vo =40 m/s = 40 m/s . (1 Km/1.000 m) . (3.600s/1h) = 144 Km/h

4. (Murcia, 1995) El momento lineal de una particula de 2 Kg de
masa viene dado por:

p = 5ti — 8t% + 6k Kg m/s.
En el instante inicial la particula se encuentra en el origen. Obtenga:

a) Lafuerza que actia sobre la particula.
b) El vector de posicién de la particula.
¢) El momento angular de la particula respecto del punto 3i m.

FISICA

’
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Andlisis previo;
La cuestion a) la resolvemos aplicando el segundo principio de Newton:
F = dp/dt.

La cuestion b) la resolvemos teniendo en cuenta que: v = dr/dt.
Para la cuestién ¢) tenemos presente la definicion de momento angular;

L=rxp

Respuesta:
a) F=dp/dt=5i+16tj N.
b) p=mv ;p=2v:v=52ti-4t°j+3Kk

v = dr/dt; [dr = v . dt
r=54ti-43tj+3tk

o)==tz p ’ -
' =r-3iEs el vector de posici6n de la particula respecto al punto: 3 i
i i k |
L=rxp=|54 t-3 —4/3t" 3t
5t -8t 6 |

L=164Li+ (1521 +18)j+(-10/3t'+24t) kKg . m"s"

5. (Murcia, 1995) ¢Cudl es la trayectoria mas gsnerai de un
movimiento con aceleracion tangencial nula y aceleracion normal de
médulo constante?

Anilisis previo:

Aceleracion tangencial: a, = dy/dt

Aceleracién normal: a, = v/R

Respuesta:

La aceleracion més tangencial nula nos indica que el médulo de la velo-

cidad no varia, es constante. e e
ay = v3R = constante y el modulo de v constante, deducimos que R e

constante. ' )
La trayectoria general de curvatura constante €s una circunferencia.
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DINAMICA DE UNA PARTICULA

1. (Madrid, 1995) ;Puede una particula moverse manteniendo
nulo su momento cinético o angular respecto a un punto fijo?

Respuesta:

Si. Consideremos un cuerpo que cae libremente atraido por la Tierra. Su
vector de posicion respecto del centro de la Tierra, y su velocidad son para-
lelos.

L=rx p= 0

2. (Zaragoza, 1995, Logse) Sea un péndulo vertical de resorte

constituido por un muelle ideal de constante elastica k y masa puntual
m.

a) Determinar el periodo de oscilacién.

b) Dibujar las fuerza que actian sobre m en los tres casos
siguientes, tratando de que haya cierta proporcionalidad entre la lon-
gitud de los vectores dibujados y lo médulos de las fuerzas que repre-
sentan;

b1) Lamasam pasa por el centro de oscilacion.

b2) El muelle tiene su longitud natural, ni comprimido ni esti-
rado.

b3) La masa m se encuentra en el punto més bajo de la osci-
lacion.

¢) Dibujar el grafico que relaciona la aceleracién de m con la
amplitud.

Andlisis previo:

Es un movimiento arménico simple. El periodo del movimiento esti
determinado por la masa y la constante del resorte.
Las fuerzas que actian sobre la masa son:

[) Supeso, p = mg.

2) La fuerza del resorte: F = — Kx. Esta fuerza es proporcional a la
variacion de la longitud del muelle con respecto a su longitud natural.

]

FISICA
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La aceleracion es proporcional a la elongacién y de signo opuesto:
a=F/m=—k/m)-x

Respuesta:

a)

K-mw?*; T=2n

r|5‘

b) _
b1) En el centro de oscilacién o de equilibrio el peso y la fuerza del

muelle han de ser del mismo médulo y de sentido opuesto.

o)

b2) Si el muelle tiene su longitud natural no ejerce fuerza alguna
sobre la masa, la inica fuerza es el peso.

I

b3) Sila masa se encuentra en el punto mas bajo, el muelle ejerce una
fuerza de médulo maximo y opuesta al peso.

Fisica 63
c)
a=-— ] X
X a=—W-X
X miEx / : ‘\
/ \.\\ :/‘ :
| =\ J o
1 = :
a
- AL =
2=t W X i W
\\_/ W W
DINAMICA DE UN SISTEMA

1. (La Laguna, 1995) Una granada de 50 Kg se lanza vertical-
mente hacia arriba segtin el eje OZ con una velocidad de 60 m/s.

a) Hallar la altura maxima alcanzada.

b) Alllegar a dicha altura explota, rompiéndose en tres pedazos,
dos de los cuales, de 10 Kg y 20 Kg, salen despedidos, el primero a
40 m/s en direccion vertical hacia abajo y el segundo con velocidad
v = 60i + 60 V3 k.

Hallar la velocidad con que sale despedido el tercer trozo.

Analisis previo:

El cuerpo sigue un movimiento uniformemente variado en la direccién
¥, porque esta sometido a una aceleracion constante: g.

Sistema de referencia: direccion: vertical: origen del sistema: el punto
de lanzamiento; sentido positivo hacia arriba.

Ecuaciones del movimiento:

yv=60t-491" (1)
v=60-98t (2)

Tras alcanzar su altura maxima sufre una explosion. Las responsables
de la explosion son fuerzas interiores: en consecuencia se conserva el
momento lineal.

’

FISICA
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Respuesta:

a) Cuando alcanza la altura maxima v = 0 m/s. Imp(memgs esta condlz-
cién en la ecuacion (2). y, el tiempo asi determinado lo sustituimos en la
ecuacion (1):

0=60-981;1=60/9,8s. .
Yo = 60.60/9.8 = (4.9 . 60/9,8): Yy = 183,7 m.

i ineal es v=0;
b) En el instante de la explosion el momento lineal es cero, porque

0=p,+p:+ps B)

p. = 10. (0, 0, -40) = (0, 0, - 400)

p; = 20 . (60, 0, 60 V3) = (1200, 0, 1200 V3)
Sustituimos en la ecuacién (3):

0 = (0, 0, — 400) + (1200, 0, 1200 V3) + p;

ps = (= 1200, 0, 400 - 1200 V3) Kg m s

P:=Mm;. Vs

(= 1200, 0, 400 — 1200 V3) = 20 vy

vy = (- 60, 0,20 - 60 V3) m 5™,

v;=(—60,0,—-839)ms".

2. (Madrid, 1995) Un soldado dispar_a una ametralla;lora. ﬁ
balas, de masa 100 g, salen con una velocidad de 400 m/s. La maxi-
ma fL:erza que piiédé ejercer el soldado sujetando la arnatrallad!ora es
de 200 N. ;Cudl es el nimero méximo de balas que puede disparar
en un minuto?

Analisis previo:
El impulso mecénico que realiza el soldado se invierte en variar el
momento lineal de las balas.
Respuesta:
Impulso méximo realizado por el soldado en un minuto:
[=F.t=200.60=12000N.s
Variacién de momento lineal que experimenta una bala:

p=m.v=01.400=40N.s
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Impulso igual a variacién de momento lineal:
I=n.p;12000 =n . 40.

Nimero maximo de balas: n = 300 balas.

3. (Madrid, 1995) Una granada de 1 Kg de masa se lanza verti-
calmente hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s. La granada
hace explosi6n al alcanzar su altura méxima, dividiéndose en dos par-
tes, que comienzan moviéndose horizontalmente. Uno de los trozos,

de 400 g, cae en un punto situado a 60 m al norte del punto de lanza-
miento, ;dénde cae el otro trozo?

Anilisis previo:

Tiene un planteamiento formalmente idéntico al del ejercicio 1.

Sistema de referencia: origen: punto de lanzamiento: eje y: la vertical en
el punto de lanzamiento; eje x: la horizontal, orientada Norte-Sur. sentido
positivo hacia el Norte.

El centro de masa inicialmente estd en el origen de coordenadas. En la
direccién horizontal no hay fuerza, en consecuencia la componente horizon-
tal del centro de masas siempre serd cero.

N
Respuesta:
m=m, +m,
M Xg=m.X+m,.%;0=04.60+0,6.x%,;x.=—40m

El segundo trozo cae 40 m al sur.

Nota: Al mismo resultado podemos llegar por conservacion del momen-
to lineal segin el eje x.

Fisica
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DINAMICA DE ROTACION

1. Dar una explicacién fisica de por qué un cuerpo que desliza
alcanza la parte baja de un plano inclinado antes que otro que ruede
(despréciese las pérdidas de energia debidas al rozamiento).

Respuesta:

A A

1 B I H
Aplicamos el principio de conservacion de la energia puesto que no hay
pérdida por rozamiento.
Cuerpo 1: Deslizamiento puro. Tiene una masa m y cae desde un punto
A, de altura h, hasta otro B, de altura 0.

E.’\ = E’H . E(‘!\ = El'j\ - El'l\ + EPB
mgh=1/2mvy

V,=1{2gh

Cuerpo 2: Deslizamiento més rotacién. Tiene una masa m’ y cae desde
un punto A, de altura h, hasta otro B, de altura (.

Er=Ey. Ecya + Eps = Ecy + Ens
mgh=12m'v'i+ 121w
i Iw?2

Vi=, 2gh-
.'1 m

.

Vemos claramente que vy< Vg

Fisica 4

El cuerpo que se desliza invierte toda su energia potencial en traslacion.
El cuerpo que ademas rueda invierte parte de su energia potencial en ener-
gia cinética de rotacion.

3. (La Laguna, 1995) Un disco uniforme de radio 0,12 my 5 Kg
puede girar libremente alrededor de un eje horizontal. Se enrolla una
cuerda en el disco y se tira con una fuerza de 20 N.

a) Hallar el momento ejercido sobre el disco y su aceleracién
angular.

b) Si el disco parte del reposo, hallar su velocidad angular y su
momento angular al cabo de 3 s.

¢) Comprobar que el trabajo realizado por el momento es igual a
la energia cinética.

Dato: Momento de inercia del disco | = 1/2 mR®.

Anilisis previo:
Para calcular el momento de la fuerza con respecto al eje aplicamos la
definici6n:
M=rxF ; M=r.Fsen®
Como la cuerda es tangente a la circunferencia,
O=m/2;senO@=1;M=r.F

Conocido el momento, calculamos la aceleracién angular mediante la
ecuacion fundamental de la dindmica de rotacion:
M=1.a

En la dltima parte comprobaremos la conservacion de la energia.

Respuesta:

a) 1=12mr'=12.5.0.12°=0.036 Kg-m-
M=1r.F=012.20=24N.m
M=1.a
24=0036.0 : a=200/3rad . s

b) Al ser un movimiento de aceleracién angular constante sus ecuacio-
nes son:
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w=al

A=1/2 at? A los tres segundos:
 (3) = 200 rad/s

6(3) = 300 rad.
L(3)=Iw=0036.200=72Nms

¢) E3)=121.0"=1/2.0,036.200%= 720 J.
Por ser M constante: W=M . 6
W(3)=24.300=7201]

TRABAJO Y ENERGIA

1. (Madrid, 1995) Un péndulo de masa m parte, sin velocidad
inicial, de una posicién que forma un angulo de 90° con la vertical.
Determinese la tensién del hilo cuando la masa alcanza su punto mas

bajo.

Andlisis previo:

La masa m en todo el recorrido esta sometida a dos fuerzas: la tension
del hilo y el peso.

La tension del hilo es siempre normal a la trayectoria, no realiza trabajo
y en consecuencia no produce variacién de la energia.

El peso es una fuerza conservativa. Por tanto, la energia en el punto 1 es
igual a la energia en el punto 2.

En el punto 2, la resultante de la suma de la tensi6n y el peso es la fuer-
za centripeta necesaria para que la masa m siga la trayectoria circular en ese
punto:

T-mg=mvyR (1)
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Respuesta:

E,=E, .
mgh, + I/Zmvi=mgh, + 12 mv?, v, =0 m/s
mg(h,=h,) = 1/2mv; ; mgR = 1/2 mv?
vi=2gR

Sustituimos el valor de v, asi obtenido en la ecuacién (1):

T-mg=2mg

La tensi6n en el punto més bajo de la trayectoria es tres veces el peso de
la masa. !

T=3mg

2. (Las Palmas de G. Canarias, 1993) Desde el punto A de la

ngura se suelta un cuerpo. Calcular la altura que alcanza en la rampa
e 53%

a) Sino hay rozamiento.
b) Sihay rozamiento en todo el recorrido siendo u, = 0,1.

Anilisis previo:

La energia que tiene en el punto final es igual a la que tiene inicialmente
menos la que ha perdido en el camino.

Respuesta:

@) Como no hay rozamiento la energfa final es igual que la inicial y,
por tanto, alcanza la altura de un metro en la rampa de 53". .

’

FISICA
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b) E{A)=E(D)+W, (1)
Siendo D el punto final y W, el trabajo de rozamiento.
Trabajo de rozamiento en la rampa de 37

F.-d=p.mg-cos37. 1/sen 37 = 0,133 mg
Trabajo de rozamiento en el plano horizontal:
F.d=p.mg.1=0,1mg
Trabajo de rozamiento en la rampa de 53

Suponemos que asciende una altura h
F.d=p.mg.cos 53, h/sen53=0,075mg.h

Sustituyendo en (1):

mg.l=mg.h+0233mg+0075mg.h
h=0,71m

3. (Navarra, 1993) Una varilla uniforme, que cuelga verticalmen-
te de un pivote, tiene una masa de 2,5 Kg y una longitud de 1 m. Se

.....

durante 0,02 s. Calcular:

a) La velocidad angular que adquiere la varilla como conse-

cuencia del golpe.
b) ¢Lograra la varilla adquirir la posicién més elevada?

Dato: | 1/3 mL=.

Andlisis previo:

La fuerza aplicada a la varilla produce un momento M.

Conocido este momento y el tiempo que estd actuando podemos calcu-
lar el momento angular comunicado a la varilla.

Del momento angular obtenemos la velocidad angular y la energia
cinética.

Por conservacion de la energia podemos comprobar si la varilla alcanza
la posicién mis elevada.

Respuesta:

a) La fuerza aplicada, con respecto al eje de giro produce el momento:
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M=rxF
M=r.F.senm/2=1.100.1 =100 N.m

Por la conservacién del momento angular:

AL/At=M
AL=M . At

Puesto que inicialmente estd en reposo:

L =100 x 0,02 = 2 Nms.

Velocidad angular:

L=Tw;I=1/3ml, =25/3Kg.m?
w = 2,4 rad/s.

b)

Energia cinética adquirida por la varilla:

E.=12T1w=241]
Variaci6n de energia potencial:
El centro de gravedad de la varilla se encuentra en su punto medio.

E‘ntrc la'posicién inicial y la mds elevada del centro de gravedad hay una
diferencia de altura de 1 m.

AE,=m.g.Ah=245]

La varilla no adquiere la posicion mas elevada.
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TERMODINAMICA

1. (Madrid,1995) Un mol de un gas ideal monoatomico se lleva
cuasiestaticamente de A a C a lo largo del camino recto indicado en la
figura. Datos: p, = 10°N. m~%, V, =151, T,=300K, p,=2. 10°N.m™%,
V.=3|,R=832Jmol-* K.

P.t-—-- 2
I
]
1

Pt---- !
|
|
|
|
I

a) Calcular la temperatura en el punto C.
b) Caleular el trabajo realizado sobre el gas. Repetir el calculo
cuando el gas se lleva cuasiestaticamente de A a C, pero por el cami-

no ABC.
c) Si se recorre el ciclo ABCA, calcular el trabajo realizado por

el gas, el calor absorbido y la variacion de energia interna en el pro-
ceso.

Anilisis previo:

Si aplicamos la ecuaci6n de los gases perfectos al punto A:
PN =nRT;
105 x 1,5 x10* = n 8,32 x 300

n = 0,06 moles. En lo sucesivo no tendremos en cuenta que el enuncia-

do nos dice que n = 1 mol.
Para calcular la temperatura en C tendremos en cuenta que al ser un gas

ideal:
PiVi P:V2

£ =

T T2

Para calcular el trabajo en un proceso, calculamos el drea limitada por la
curva del proceso, las ordenadas de los puntos extremos y el eje de abscisas.
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E_n]un ciclo el trabajo es el 4rea limitada por la trayectoria que sefiala el
ciclo.

Respuesta:

a) Sustituimos en (1) los valores de las magnitudes conocidas de los
estados Ay C. | L

10°x1,5x10-? 2x10°3x10-?
300 - T, 3= K

b)

1) El trabaj i : -
ACVz)VJ I trabajo realizado en el proceso AC es el 4rea del trapecio

b+b' h (1+2). 10°

W(A—C) = 1,5.10 = 225)

2) EI trabai o or e :

BCV:)VI: rabajo realizado en el proceso ABC es el drea del rectingulo
W(A — B — C)=2.10°. 1.5 . 10~= 300J

¢) Eltrabajo realizado en el ciclo ABCA es el drea del tridngulo ABC.

107.1.5.. 1073

WA—>B—>C—A)= =75

Alserunciclo AU=0]
El primer principio de la termodindmica nos dice:

AU=AQ-W
En consecuencia:
AQ=W=75].
En un estudio més detallado podemos calcular:

AQ(A— B — C)=1650]
AQ(C— A)=-15757

2. (Madrid,1995) ;Cémo varfa la energia interr
sién adiabatica? gia interna en una expan-

o
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Analisis previo:
Tenemos presente que por el primer principio de la termodindmica:

AU=A0-W (1)

En una expansion adiabatica:
AQ=0 )
En toda expansi6n por haber aumento de volumen, el trabajo es positi-
vo, porque es el sistema el que realiza trabajo sobre el entorno:
wW>0 (3)

Respuesta:
Sustituyendo (2) y (3) en (1) resulta: AU < O.

La energia interna disminuye.

3. (Madrid,1995) Las temperaturas de tres liquidos diferentes
son 15° C, 20° C y 25° C, respectivamente. Al mezclar masas iguales
de los dos primeros liquidos, la temperatura en equilibrio es de 18°C
y cuando se mezclan masas iguales del segundo y del tercer liquido
la temperatura resultante es de 24° C. ;Qué temperatura se obtiene
al mezclar masas iguales del primer y tercer liquido?

Anilisis previo:

En toda mezcla, si la realizamos en un recipiente con paredes adibati-
cas, la suma de las variaciones de calor de las componentes es cero.

La variacién de calor que experimenta un cuerpo se determina mediante
la ecuacion:

AQ = m.c.. At

Respuesta:

Liquido 1: temperatura inicial: 15° C ; calor especifico: ¢
Liquido 2: temperatura inicial: 20° C ; calor especifico: ¢
Liquido 3: temperatura inicial: 25° C ; calor especifico:  ¢;
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Mczc]am?s masas iguales del primer y segundo liquido y se obtiene una
temperatura final de mezcla de 18° C.

AQ]"'AQ::O
m.c,.(18-15)+m.c,.(18-20)=0
3.¢,-2.¢=0;¢,=28c¢, (1)

Mczciam?s masas iguales del segundo y tercer liquido y se obtiene una
temperatura final de mezcla de 24° C,

AQ, +AQ,=0
m.c;.(24-20)+m.c,.(24-25)=0
4.c,-c=0:¢,=4c, (2)

Mezcl: asas i i iqui
clamf:s masas iguales del primer y tercer liquido y se obtiene una
temperatura final de mezcla de t* C

AQ, + AQ, =0
m.¢.(t=15)+m.c;.(t-25)=0 (3)

Sustituimos (1) y (2) en (3):

23¢.(t-15)+4¢c,.(t-25)=0
(t—=15)+6(t—25)=0
t=23,6°C

4. (Zaragoza, 1995) En el diagrama P-V de la figura estan

;presentam procesos termodinamicos cuasiestéticos realizados
r un gas ecto. Si en el proceso A—B se han adminis

J de calor, y en el B—D, 200 J, calcule: RN

a) La variacién de la energia interna en el proceso A —B.
2 bé L; variacion de la energia interna en la transformacién

¢} Elcalor suministrado en la transformacién A — C — D.

PiNm
B 10~ =8 D
TR [ [
Al o
| 2:10 5 10° vim')

__ s
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Anilisis previo:
Tendremos en cuenta:

1) El primer principio de la termodindmica: AU = AQ - W
2) El trabajo en las transformaciones a presién constante (isobaras) es:

W=P-AV.
3) La energia interna es una funcién de estado.

Respuesta:

ﬂ} A—B

Es una transformacion isécora, AV = 0, y, por tanto, el trabajo realizado,
W(A — B) = 0.

Aplicamos el primer principio de la termodinamica:

AU = AQ = W = AQ =600 J.
b) A—-B—=D
Calculamos AU(B—=D):

W(B—-D)=P.AV=8.10*.(5-2).10=240]
AU(B—D) = AQ - W =200 - 240 = - 40 J (1)

Este resultado no es coherente. El estado D tiene mayor temperatura que
el B, y, por tanto, la variacién de energia interna no puede ser negativa. La
variacién de calor es superior a 200 J.

Si aceptamos (1) resulta:

AU(A — C) =560

c) A—=C—-=D

WA —-C—-D)=WA—-C)+WC—-D)=91
WA —-C)=P.AV=3.10*.(5-2) .10°=90]J
W(C—-D)=0

Como la variacién de la energia interna es independiente del camino, es
decir es funcién de estado, AU = 560 J.

AU=AQ-W
560 = AQ —90; AQ =650]
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CAMPOS GRAVITATORIOS

1. (Madrid, 1995) ;Cuanto disminuye el peso de un cuerpo

Anilisis previo:

Fl pes o ‘1e
El peso de un cuerpo en un punto del campo gravitatorio terrestre es el
producto de su masa por el valor del campo en ese punto

2o

Llamamos g, a la grs Fici

b S g, 4 la gravedad en la superficie terr [

. g g : estre v g a la gravedad :
2 R; de altura. ] e

M, _ } M; M, 1
g 2 g=(—’ =G C—
Ry’ (Ri+2R,)? 9R,” 9

Respuesta:

Peso a nivel del mar: Po=m.g,

T -

Pesoaal altura2 R;: p=mg=1/9m g
. - - ol

Reduccién del peso:

Ap =P=Po=~ 8/9 m. g,

2. (Murcia, 1995) ;Qué relacién h i
y 198 C _ ay entre la velocidad de
escape desde una distancia r del centro de la Tierra y la velocidad

s

FISICA
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Anilisis previo:

Todo cuerpo dentro de un campo gravitatorio tiene una energia poten-
cial negativa. La velocidad de escape en un punto del campo es la minima
velocidad que hay que comunicar a un cuerpo para que alcance el infinito
con velocidad cero. La energia cinética que corresponde a esa velocidad
mads la energia potencial en ese punto es cero.

Un cuerpo que describe una 6rbita circular esti sometido necesariamen-
te a una aceleracion centripeta.

Esta aceleracion centripeta la proporciona la aceleracion:

gn=vi/

Respuesta:
1) Velocidad de escape en punto que dista r del centro de la Tierra:
E.+E; =0
1 Mm M,

—mv2-G =0;V.=,2G
2 r |

r

2) Condicién de equilibrio para un cuerpo que se mueve en una 6rbita
circular de radio r, en el campo gravitatorio terrestre:

g=vir
M v? | M
G IT =— 3 V=16 d
r r { r
Obtenemos:

3. (Murcia, 1995, LOGSE) Tenemos cuatro particulas iguales de
2 Kg de masa en los vértices de un cuadrado de 1 m de lado. (Dato:
G=6,67.10"" en unidades Sl). Determine:

a) El campo gravitatorio en el centro del cuadrado.

b) El modulo de la fuerza que experimenta cada particula debi-
do a la presencia de las otras tres.

c) Laenergia potencial de una particula debida a las otras tres.
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Anilisis previo:
m, m;
b :
—

m,

8¢

Siempre que tengamos que sumar campos, si es posible, dibujaremos
los vectores correspondientes.

Lo anterior es valido para las fuerzas.

A continuacion aprovecharemos las simetrias que existan antes de hacer
ningiin cdlculo.

Respuesta:

a) Dibujamos los campos que producen cada una de las masas en el
centro del cuadrado:

m m,
g g
<
g; ga ™
@ ©
m m,

Observamos que la suma es cero porque se anulan dos a dos:

E=gith+g+g=0

Fisich
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b) Dibujamos las fuerzas que ejercen sobre la 3 las otras fuerzas:

F,
m, r—ﬂ7‘ m,
Y
m, : ®1m,
Calculamos sus modulos:
F= G.m.m’/r*
F, = 6,67x10-"x2x2/2 =13,34.10-"N

F.=F,=6,67.10""1x2x2/1
F=F, +F.+F,=F, +F..
Fy=F,+F,

26,68.10-" N

F; y F, son de igual médulo y forman entre si un dngulo de 90°, su
resultante F,, tiene por médulo la raiz cuadrada de 1a suma de los cuadrados
de los médulos, y tiene la misma direccién y sentido que F,.

F.,=V(F2+F)=37,73.10-" N.
F=F, +F,,=511.10""N.

¢) Calculamos la energia potencial que tiene la masa 3 por estar en el
campo producido por las otras tres:

m,my m,m, m,m,
‘Ep=-G O

Ep=-7,22.10-"]

4. (Zaragoza, 1995) Razone por qué las trayectorias de los pla-
netas en torno al Sol son planas. '

Si un planeta describe una érbita eliptica como la de la figura,
demuestre que se verifica:

e Vp =T, VA

Fisica 81

donde V; y V, son los médulos de las velocidades de la particula
enPyA.

Andlisis previo:

Los planetas describen orbitas elipticas porque estin sometidos a un
campo de fuerza central. Casi toda la masa de nuestro sistema planetario
estd concentrada en el Sol; por ello podemos considerar al Sol como centro
de nuestro sistema. Con respecto al centro del campo (en nuestro caso con
respecto al Sol), el momento de la fuerza que actia en cada instante sobre el
planeta es cero y en consecuencia en momento angular se conserva.

La direccion del momento angular constante implica que el plano que
definen en cada instante r y p es siempre el mismo y como consecuencia las
oOrbitas son planas.

Respuesta:
Por la conservacién del momento angular:
Li=L;

Si los vectores son iguales, también lo son sus médulos:

L.=L;

En los punto A y B, los momentos lineales son perpendiculares a los
radios de posici6n, en consecuencia:

Li=r,. m V4. 5en90 =r,.m vy sen 90 = L,

De donde deducimos:

Iy VA= Tp.Vp

FIICA
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5. (Zaragoza, 1995) La Luna describe una érbita casi circular en
torno a la Tierra en 27,3 dias. La masa de la Tierra es 6.0 x 10* Kg y
G=667x10"N.m*Kg .

a) Calcule la distancia entre los centros de la Tierra y la Luna.

b) Calcule el valor de la masa de la Luna sabiendo que una par-
ticula de masa m podria estar en equilibrio en un punto alineado con
los centro de la Tierra y de la Luna y a una distancia del centro de la
Tierrade 3.4 x 10°m.

¢) SienlaLuna, cuyo radio es de 1,7 x 10°, m, se deja caer sin
velocidad inicial un objeto desde una altura de 10 m. ;Con qué veloci-
dad llegara al suelo?

Andlisis previo:

La Luna se mueve en el campo gravitatorio terrestre. La aceleracion
centripeta que necesita la Luna para describir su trayectoria se la proporcio-
na el campo gravitatorio terrestre existente en la 6rbita lunar.

El punto de equilibrio del apartado b) es un punto de campo nulo, el
campo gravitatorio producido por la Tierra y el campo gravitatorio produci-
do por la Luna, en dicho punto, tienen igual direccién y médulo, pero senti-
do opuesto.

Respuesta:
" — 'l
g=4a
M; v? ) 4°
G—=—=wlr=——r
r r i
M,
L -T?
4’

M; es la masa de la Tierra; T es el tiempo que la Luna tarda en recorrer
su Orbita entorno a la Tierra.
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Distancia entre el centro de la Tierra y el centro de la Luna:

r=38.10m
b)

i L
Er | B

i 3,4 x 10°'m ]
0,4 x 10°m

Er=8.
M; M,
(34109  (0.4.10%°

M, = (0,4/3,4)*. M,
M, = 8,3.10% Kg

¢) Calculamos primero la gravedad en la superficie lunar:

M, -
g,"=GF = 1,9 ms™

La velocidad de llegada al suelo lunar:

v=12gh=62ms""

6. (Zaragoza, 1995, LOGSE) La NASA pretende lanzar un saté-
lite geoestacionario de telecomunicaciones, pero en el ditimo momen-
to el Congreso reduce el presupuesto destinado al proyecto, de forma
que la energia disponible para el lanzamiento queda reducida a la
mitad estrictamente necesaria. A pesar de todo se lanza el satélite.

a) Determina el radio de orbita circular que podria conseguirse
con la nueva energia de lanzamiento.

R, = 6300 Km. M, = 6.10% Kg, G= 6,67 U.S.I.
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Andlisis previo:

Un satélite geoestacionario es aquel que siempre estd en la misma verti-
cal respecto a la Tierra, tiene el mismo periodo de rotacién que la Tierra
(T = 24 horas). Este dato nos va a permitir calcular el radio de la érbita geo-
estacionaria mediante la ecuacion g= a.

El siguiente paso sera hallar la energia que hemos de comunicar al saté-
lite para situarlo en la 6rbita desde la superficie terrestre.

Por tltimo, con la mitad de esa energia del paso precedente veremos en
qué orbita podemos situarlo desde la Tierra.

Respuesta:

1) Cilculo del radio de la 6rbita geoestacionaria:
Condicion de equilibrio en la 6rbita:

E=d
M; v? 47 s
G—=—=w’r= r (1)
I r
e Mr
r’=G——T%; T=24x3600s; r=42x10"m

4

Energia que tiene un satélite de masa m situado en 6rbita geoestac’
Usando los dos primeros términos de la ecuacion (1)

Mm 1 M;m
G

1
sl — 4.7 x10°mJ
2 r

2 T

Energia de un satélite de masa m sobre ia superficie terrestre. Despre-
ciamos la energia cinética del satélite debida a la rotacién de la Tierra:
| M;m ;
b,:—G_‘—_—f_'r,Jx 10°"m1J

R]

Energia que hemos de comunicar a un satélite de masa m para situarlo
en Orbita desde 1a Tierra:

E=E—E;=59%x10"m]J
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Si disponemos de 3,0 x 10’m J podremos situar al satélite en una orbita
de radio r’ a partir de la Tierra:
M;m

1 ]
—Ec_f_ﬂ» 64x10'mJ=2,9x10"m
r

Resulta:

r'=59x10m<R;

Con la energia disponible es imposible situar al satélite en ninguna érbita.

CAMPO ELECTROSTATICO

1. (Madrid, 1995) De acuerdo con el modelo atomico de Bohr, el
electrén de un dtomo de hidrégeno gira alrededor de su ntcleo (un
protén) siguiendo una trayectoria circular de 0,5 x 107" m de radio,
con una velocidad de 2,2 x 10° m/s. Calcular el médulo de las fuerzas
que segtin dicho modelo actian sobre el proton y el electrdn respecti-
vamente, sabiendo que la masa del electrén es mg = 9,11 x 107" Kg.

Andlisis previo:

La fuerza que el proton ejerce sobre el electron (que, por el principio de
accion y reaccion es igual en médulo a la que el electrén ejerce sobre el pro-
tén) es la fuerza centripeta necesaria para que el electrén describa la érbita
circular:

F=m,.a,=m,.vYr (1)

Respuesta:
Aplicando la ecuacion (1):

F=911%10-*.(2,2x10%%(0,5x10-")
F=88x10"*N

i
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2_. (Madrid, 1995) Dos cargas puntuales de 5 uC cada una, pero
de signos opuestos, estan separadas una distancia de 2 m. Calcule
en el punto medio entre ambas:

a) El potencial eléctrico.
b) El campo eléctrico.
Dato: (4me,) "9x 10°Nm?C2

Andlisis previo:

Es un ejercicio de aplicacion inmediata. Tienes que tener muy presente
que los campos son vectores y siempre que resulte asequible, debemos
dibujarlos antes de hacer ningtin célculo.

Respuesta:

a)

Q=5uc P =35 npe

“
&

v
A
. [

1m I1m

Q Q,
V;=K— +K—; K= (4e,) !
I,

Ty
Puestoque Q;=-Q, 1, =1,
V=0V

b) Al dibujar los campos en el punto P, observamos que tienen la mis-
ma direccion y el mismo sentido. La resultante tendrd la misma direccidn, el
mismo sentido y por médulo la suma de los médulos.

El modulo del campo producido por una Q a una distancia E es:

—6

Q 5x
E=K—; E,;=E,=9x 10° ——=45%10'N/C
1= 2 :

E(P)=E, +E, =9 x 10* N/C
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Q, . Q,
’> ’jn. "
1m E, 1 m

3. (Murcia, 1995) Entre dos placas cargadas paralelas hay una
diferencia de potencial de 200 V. En la regién comprendida entre
ambas placas existe un campo eléctrico de 400 N/C de médulo.

Determine:

a) La separacion entre las placas.

b) El médulo de la aceleracion que experimentaria una particula
de 0,01 Kg de masa con una carga de 10-* C situada entre las placas.

¢) La variacién de la energia potencial eléctrica de dicha par-
ticula si va de la placa negativa a la positiva.

Andlisis previo:

El campo entre las placas de un condensador, lejos de los bordes, es
constante. En estas condiciones la relacién entre el valor absoluto de la dife-
rencia de potencial y el mddulo del campo es:

V=E.d (1)

En donde V es la diferencia de potencial entre dos puntos, que estin en
una misma linea de campo, separados por una distancia d.
Fuerza que se ejerce sobre una carga en un campo es:

F=q.E
Conocida la fuerza y la masa, usando la ecuacién fundamental de la
dindmica, podemos determinar la aceleracion.
Respuesta:

al V=E.d
200=400.d ; d=05m

b) F=q.E=10-*.400=0,04 N

F=m.a
0,04=0,01.a; a=4ms™*

,
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c)
X E =
| > V.>,
' porque AV=—[—Edr =
> =E.d>0
d
1 2

E1)=q.V, ; E2)=q.V.
AE, = Ey(2)— Ex(1) = q (V.= V,) ; AE, = 10~ x 200 = 0,02 ]

4. (Zaragoza, 1995) Se conecta un voltimetro a las armaduras
de un condensador plano cargado. En el espacio entre las armaduras
hay aire. Debido a una alteracién entre las armaduras la indicacion
entre las armaduras del voltimetro disminuye un 5%.

a) ¢Habra aumentado o disminuido la distancia entre las arma-
duras? g

b) ;Cudl es, en %, la variacion de la capacidad del conden-
sador?

¢) Razone si habra variado el campo eléctrico existente entre
las armaduras.

d) (Cuél es, en %, la variacion de la energia electrostatica del
condensador?

e) ;Qué constante dieléctrica deberia tener un material que al
introducirlo entre las armaduras produjese un cambio similar de la
capacidad del condensador?

Anilisis previo:

Para resolver este ejercicio vamos a tener en cuenta las siguientes rela-
ciones:

1) Relacidn entre la diferencia de potencial entre las placas de un con-
densador plano, el médulo del campo eléctrico y la distancia entre placas:

Fisica 89
V=E.d (1)

2) Relacion entre la densidad de carga en las placas y el modulo del
campo:

O=¢,. B (2)

3) Capacidad de un condensador plano:

C=¢g, S/d (3)
S = superficie de cada placa.
d = distancia entre placas.

4) Energia de un condensador cargado:
E=120.V (4)
Respuesta:

a) Por la relacién (1), el potencial depende de la distancia entre placas
y del campo. Por la relacién (2) el campo no se modifica por variar la dis-
tancia. Por tanto, la variacién del potencial es directamente proporcional a
la variacion de la distancia:

Y=E.d (5)
V=B.d (6)

Como V’= 0,95 V deducimos que d’= 0,95 d. La distancia ha disminui-
do un 5%.

b)

C=¢g,SMd (7)
C=¢g,S/d (8)

Dividimos (8) entre (7):
C’/C=d/d’ =1/0,95 = 1,0526

La capacidad del condensador ha aumentado un 5,26 %.

¢) Como hemos puesto de manifiesto en a) el campo solamente
depende de la densidad de carga y del medio y ninguno de estos ha variado.

L4
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No varia.
d)

E=12Q.V 9)
E=12Q.V . (10)

Dividimos (10) entre (9):
E'/E=V’/V=095.
Ha disminuido un 5 %.

e) Segiin ponemos de manifiesto en b): C’ = 1,0526 C. Luego basta
con introducir un material con una constante dieléctrica relativa:

C=¢,5/d
C'=¢" S/

CHE =gle, =8
&= 1,0526.

5. (Zaragoza, 1995, LOGSE) Sean tres cargas puntuales, cada
una de valor +q, situadas en los vértices de un triangulo equilatero de
lado «a». El punto M es coplanario con el triangulo, situado en |a pro-
longacién de su altura y a una distancia del vértice mas proximo igual
al lado del triangulo.

Qy=q
B

a) Calcular el campo eléctrico en el punto M.
b) Calcular el potencial electrostatico en el punto M.
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Analisis previo:

Dibujamos en el punto M los campos producidos por las cargas Q,, Q,
y Q.. Observamos que E, y E, tiene el mismo médulo y son simétricos res-
pecto al eje de las X, luego la resultante de estos campos es cero segiin el
eje Y. Como el campo E, solamente tiene componente X, la resultante de
los tres campos tinicamente tendrd componente X.

El potencial lo calculamos mediante la suma algebraica de los poten-
ciales producidos por las tres cargas en el punto M.

Respuesta:

a)
h = av3/2

a A 3
a+ =
2 | 240 3
oS =—— =
al 2+ N3 -
C
pop d oy g
d? a*(2+ 3)
q 1 q
Ex=E cosa=K— — =E,E, =K—
a* 242413 &
E=E, +E, +E,

Ex = EIA + E:\ i+ Hn

’
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b)
q q q 2
VicK—+2K——  _=K— |1+ ———
' a\2+\3 2 +N3

6. (Castilla-La Mancha, 1995) Hallar el valor de Q, en funcién de
q, para que el potencial eléctrico generado por estas cuatro cargas
sea nulo en el origen de coordenadas.

©b) » —q

el s DS < ()

(0,-b) * +4

Respuesta:

El potencial en un punto es la suma algebraica de los potenciales que en
ese punto producen las cargas.

Las cargas que estdn en el eje Y son de distinto signo y estan a la misma
distancia, los potenciales que producen en el origen al sumarlos se anulan.

Las cargas que estin sobre el eje X, equidistan del origen, para que su
suma sea cero basta que sean de signos opuestos:

0=2q

7. (Castilla-La Mancha, 1995) En el centro de un cubo, cuyas
aristas miden 2 m, colocamos una carga puntual de 3.10° C.

a) Calcular el flujo de campo eléctrico producido por dicha carga
a través de la superficie delimitada por el cubo.
b) ¢Cuénto vale el flujo a través de una de las caras del cubo?
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¢) Sila carga no estuviera en el centro, ;las respuestas de los
apartados a) y b) anteriores serian las mismas? Explicalo sin hacer
calculos.

Andlisis previo:

Teorema de Gauss: El flujo eléctrico que atraviesa una superficie cerra-
da es igual a la carga situada en el espacio interior delimitado por dicha
superficie partido por la constante dieléctrica del medio:

o =0Q/e

Respuesta:
a) Suponemos que estamos en el vacio
d=0Q/E=339V.m

b) Por simetria, el flujo que atraviesa cualquier cara del cubo es el
mismo:

P =339/6 =565V .m

¢) Sila carga no estd en el centro, la respuesta al apartado a) sigue
siendo la misma, el teorema de Gauss se enuncia sin especificar en qué pun-
to del interior hay que situar las cargas. La respuesta al apartado b) no es la
misma, la carga no tiene ahora la misma posicién con respecto a todas las
caras.

MAGNETISMO E INDUCCION

1. (Madrid, 1985) Una carga eléctrica positiva q se mueve con
una velocidad constante v penetra en una region donde existe un
campo magnético uniforme B perpendicular a v. Determinar el médu-
lo, direccién y sentido de un campo eléctrico E que, aplicado en la
misma regién del espacio, permita que la carga eléctrica contintie su
movimiento rectilineo.

FisicA
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Andlisis previo:

La fuerza que experimenta una carga que penetra en un campo magnéti-
co, segin la ley de Lorentz, es:

Fy=q(vxB)
La fuerza que experimenta una carga dentro de un campo eléctrico es:

F£ =q E
Respuesta:

Para que la carga continde con su movimiento rectilineo, estas fuerzas
han de ser de igual direccién y modulo pero de sentido opuesto.

FE=_FM
E=-vxB

Supongamos que la carga se mueve en la direcci6n del eje X:
v=(v,0,0)
Supongamos que B tiene la direccion del eje Y:
B = (0, B, 0)
vxB=(0,0,vB)

E = (0, 0,—v . B), tiene la direccién del eje Z, sentido negativo y de
mdédulo E =v.B

2. (Madrid, 1995) Por un conductor rectilineo muy largo circula
una corriente eléctrica |. Una espira cuadrada se mueve mantenién-
dose coplanaria con el conductor. Determinar el sentido de la corrien-
te inducida en la espira cuando su movimiento es:

a) Paralelo al conductor.
b) Perpendicular al conductor y alejandose de él.

Anilisis previo:

Se produce corriente inducida en un circuito si varia con el tiempo el
flujo magnético que le atraviesa.

Si el flujo disminuye, el sentido de la corriente inducida es tal que el
campo creado por la corriente haga aumentar el flujo, y viceversa.
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Respuesta:

a)

No hay variacién de flujo y, por tanto, no hay corriente inducida.

b) Disminuye el flujo porque, a medida que nos alejamos del conduc-
tor, el campo decrece. Como el campo es perpendicular al circuito y entran-
te, la corriente inducida ha de producir un campo perpendicular y entrante.
La corriente tiene el sentido de las agujas del reloj.

)
| 1
| 4 I

e i

3. (Madrid, 1995) Un electrén se mueve en las proximidades de
un hilo conductor rectilineo por el que circula una corriente de 10 A
Cuando el electrén esta a 0,05 m del cable, su velocidad es 105 m/s y

se dirige perpendicularmente hacia el cable. ;Cuél es la fuerza que
actila sobre el electrén?

Datos: uy=4x 10" Hm™ ; e=-16x10"*C
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Analisis previo:
La fuerza sobre el electron es:

F:e[\'tu)

Respuesta:

F=1,6x10"x10° x 4: x 10-" x 10/(2 x  x 0,05)
F=64x10"N

Es paralela al conductor y del mismo sentido que la corriente,

5. (Zaragoza, 1995, LOGSE) Sea un circuito rectangular de
lados «a» y «b», y resistencia R, como indica la figura. A la derecha
de la linea de puntos, que es la paralela al lado «a», hay un campo
magnético constante, B, perpendicular al papel y saliente. Manual-
mente movemos el circuito a velocidad constante, v, de forma que
penetra en la region del campo magnético.

o i . . . . . .
‘{I%’ G L . . L - L]
a -
F‘{‘ { | . . . . .
T, beed VAR, j ,| |
! | . . . . . .

a) Calcular la energia transformada en forma de calor, cuando
la mitad del circuito esta introducido en el campo B.

b) ¢Qué fuerza realizamos en dicho instante?

¢) Dibujar un diagrama que muestre la f.e.m. inducida en el cir-
cuito respecto a la longitud introducida.
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Anilisis previo:
La fuerza electromotriz inducida en un circuito es:
£ = — d/dt

La fuerza que experimenta un hilo rectilineo conductor dentro de un
campo magnético es:

F=1(1xB)

Respuesta:
a) Calculamos primero la f.e.m. inducida en el circuito:
£ = — d¢/dt
d¢=B.dS=B.a.db=B.a.v.dt

En valor absoluto la f.e.m. es:

e=B.a.v

Constante por que B, a y v son constantes.

Energia consumida en el circuito cuando este se ha introducido la mitad:
E=¢lt
I=¢/R;: t=(b/2)v
E=B?a’bv/(2R)

b)

|. - L ] L] L] L]
[FUrSy NGRS yt

v [l e |
R —=
PRI 3
F,

o ERIR

I [ N R R =
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F,+F,=0
F=1(lxB)
F=laB=B*a’v/R
¢) Mientras el circuito esta penetrando en el campo la f.e.m. permane-
ce constante e igual a: B a v. Después no hay variacién de flujo y, por tanto,

vale cero.

f.e.m

Bar | e |
| |

longitud introducida

ONDAS

1. (Madrid, 1995) La ecuacion de propagacion de una onda que
se genera en una cuerda se puede expresar de la forma:

y(x.) =0,3cos (300wt — 10 x + n/2)
Donde x se expresa en metros y t en segundos. Calcular:

a) Lafrecuencia y la longitud de onda.
b) La velocidad de propagacion de la onda.

Andlisis previo:

Escribimos una expresion de la ecuacion de onda que resulte adecuada
para identificar los parimetros:

y(x.t) = Acos(wt-pt+q)
Donde: o = 2a/T, p = 2n/A.
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Respuesta:
a) Identificamos los coeficientes de t y de x:

| w=30n=2rx.v , v=150 Hz
! B=10=2x/A , A=n/5m

b) A=v.T ; v=NT=h.v=9425m/s

2. (Murcia, 1995, COU y LOGSE) Una onda en una cuerda vie-
ne dada por la ecuacion:
y(x,t) = 0,2 sen (mx) cos (100:t) m :
en donde x esta comprendida entre 0 y 6 m. Calcule:

a) Lalongitud de onda y la frecuencia angular de la onda.
b) El nimero de nodos (incluidos los extremos),

¢) Lavelocidad de propagacion de las ondas en la cuerda.

Andlisis previo:

Escribimos la ecuacion general de la onda estacionaria:
y(x,t) = 2 A sen (px) cos (wt)

Respuesta:

a) ldentificamos coeficientes:

B=mrad/m, p=2n/A=n , h=2m
w=100mxrad/s ; 2av=1007w ; v=50 Hz

b) Condicién general de nodos:

senfBx=0;px=Kn ; ax=Km; K=0,1,2..

x=K

K=0N;:x=0m
=1 INex =T
K=2N;:x=2m
K=3N,:x=3m
K=4N,:x=4m
K=o9'N:.:x=5m
K=6N,:x=6m

s
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Siete nodos.

4. (Sevilla, 1995) En una cuerda se propaga una onda transversal:

y(x,t) =2sen 2 x (10t-0,1x) (S.l.)

Determinar: a) Periodo, longitud de onda y velocidad de propaga-
cion de la onda, b) velocidad y aceleracién maximas en un punto de
la cuerda.

Anilisis previo:

Escribimos la ecuacién general en la forma mds adecuada e identifica-
mos pardmetros:

y(x,t) = A sen 2a(t/T — x/\)

Respuesta:

a)
1T=10 ; T=0,15s
1I/A=0,1; A=10m
A=v.T ; v=100 m/s

b)

u = dy/dt = 40z cos 2m(10t - 0,1x)

a = du/dt = — 800x* sen 2x(10t - 0,1x)
= 40 m/s

a,,. = 800mx* ms™

u

max
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FISICA ATOMICA

1. (Murcia, 1995, LOGSE) ;Qué energia se libera por niicleo en
una reaccion nuclear en la que se produce un defecto de masa de
0,1 u? (Dato: 1 u1,66. 107> Kg).

Andlisis previo:
La masa que desaparece se convierte en energia. La relacién que liga
ambas magnitudes es:
E=m.c’

¢ es la velocidad de la luz.

Respuesta: 0

E=1,66.10-*.(3.10%)*=1,49.10-")

2. (Murcia, 1995, LOGSE) El periodo de semidesintegracion de
un nucleo radiactivo es de 100 s. Una muestra que inicialmente con-
tenia 10° nicleos posee en la actualidad 107 ntcleos. Calcule:

a) La antigliedad de la muestra,
b) Lavida media.
¢) La actividad de la muestra dentro de 1000 s.

Analisis previo:
En un proceso de desintegracion radiactiva podemos definir:

Constante de desintegracion: A, es la probabilidad de que se transforme
un dtomo en la unidad de tiempo.
Vida media: 6, es el valor medio de la vida de todos los dtomos considerados.

6= 1/\

Periodo de semidesintegracion: <, tiempo en el que un nimero de dto-
mos radiactivos se reduce a la mitad.

t=0,693 0
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Velocidad de desintegracion: En un instante t = () s tenemos un ndamero
de dtomos radiactivos N, t segundos después el niimero de dtomos que aiin
no se han desintegrados es N. Si la constante de desintegracién es A, se
cumple la ecuacién:

N=Ng.e* (1)

Respuesta:
a) Calculamos en primer lugar la constante de desintegracion:
A = 0,693/t = 0,00693 s~

Determinamos ahora la antigiiedad de la muestra aplicando la ecuacién (1)

107 =10° e-9%

t=6644s
b) Vida media:

6=1/0,693=14435s

¢) Calculamos los dtomos sin desintegrar dentro de 1000 s:

N = ]”T‘ e —0,(0693. 1000
N =9,78.10°

Actividad de una muestra: A=A. N

A = 67,8 desintegraciones/s

3. (Zaragoza, 1995, LOGSE) Una muestra de cierto is6topo
radiactivo tiene una vida media o periodo de semidesintegracion t = 1
h. ;En cuanto tiempo la actividad de la muestra se habra reducido al
25% de la original? Representa en el OY el % de la actividad y en el
eje OX el tiempo en horas y a partir de la grafica estima el tiempo que
ha de transcurrir para que la muestra se reduzca al 10% de la inicial.

Analisis previo:

En este caso el redactor del ejercicio identifica vida media con periodo
de semidesintergracion. Excepto que explicitamente lo encontremos asi,
resolveremos como en el ejercicio anterior.
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Respuesta:

Cada hora que pasa el nimero de dtomos de la muestra se reduce a la
mitad podemos hacer la siguiente tabla:

[B]

3 -

12,5 6,25

t/h 0 . |

N/% 100 | 50

2
Uh

Como podemos observar al cabo de 2 h la muestra se ha reducido al 50 %.
Representamos la tabla en unos ejes de cartesiana:

% 100

~ t/h

Pasadas unas 3.3 h la muestra se ha reducido al 10%.

4. (Castilla-La Mancha, 1995) Elige la opcién que creas més
correcta y razonala brevemente.

La actividad de un elemento radiactivo pasa a valer 1/32 de su
valor inicial cuando han transcurrido 45 s. Su periodo de semidesinte-
gracion es:

a) 45s.
b) 1/9s.
¢l 9s,

d 32s.

Andlisis previo:

Utilizamos el coneepto de periodo de semidesintegracion.

FISICA

#
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Respuesta:
El enunciado nos dice que:

N=1/32N,
N =(1/2).N,

Esta expresion nos dice que la muestra inicial se ha reducido a la mitad
5 veces, han pasado 5 periodos de semidesintegracion. Si el tiempo total es
de 45 s, cada periodo es de 9 s.

Si la relaci6n entre la muestra actual y la inicial no hubiera sido tan facil
de descomponer en potencia de 2 hubiéramos recurrido a la ecuacion:

N = N“ | c—ﬂ.‘.

5. (Sevilla, 1995) En una muestra de *Cr existen 4,1.10® ato-
mos. Si el periodo de semidesintegracion del citado elemento es de
27 dias, calcular; a) vida media del emisor radiactivo; b) nimero de
atomos que habra al cabo de un ano y actividad de la muestra en ese
momento.

Anilisis previo:
Utilizaremos las relaciones:
t=(In2)A=(n2).86
Para el apartado b) utilizaremos la ecuacion:
N=N,.e*
y la definicion de actividad A=A . N
Respuesta:
a) Vida media: 8= 1t/(In 2) = 38,95 dias.
Constante de des. A = 1/6= 2,57 . 107 (dias)~".
b) N=N,.e™
N q P M g -Seeia

N =3.46. 10" dtomos

A =)k .N=809.10" desintegraciones/dia.
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CORRIENTE ALTERNA

1. (Sevilla, 1995) Un circuito serie consta de una resistencia R =
20 Q y una bobina, de resistencia R, y autoinduccién L desconocidas.
Al conectarlo a una tensién V = 120 cos 100t V, los valores maximos
de las diferencias de potencial entre los extremos de la resistencia y
de la bobina son 60 V y 90 V, respectivamente. a) Calcular los valores
de R,y L. b) {Qué condensador habria que afadir al circuito para que
el factor de potencia fuese igual a la unidad?

Analisis previo:
Por ser un circuito serie la intensidad que circula por cada elemento del

circuito es la misma.

R=20Q

el
V=120
W =100 H, m

R,

Relaciones entre los voltajes de los extremos de los elementos y las
impedancias de los mismos:

Resistencia:
Vi=Il,.R (1)
Bobina:
Viel.Z ()
Z, = [Ri+ (Lw)*]*?

FISICA
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Circuito general:

Vo=1,.Z(3)
Z=[(R+R,)*+ (Lw)*]"?

Respuesta:
a) Utilizamos la ecuacion (1):
60=1,.20
Iob=3A.
Utilizamos las expresiones (2) y (3), sustituyendo I, =3 A, V, =90 V,
V, =120 V.
90 =3.[R+(Lw)*]*
120=3. [(R+Ry)* + (Lw)*]*
Dividiendo por 3 y elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones
anteriores resulta:
900 = R,;* + (Lw)?
1600 = (R + R,)* + (Lw)*
Restando de la segunda la primera y resolviendo:

R =75Q
Lo=29Q
L=029H

b) Si al circuito le afadimos un condensador la impedancia seria igual
a:
Z=[(R+R))*+ (Lo - 1/(Cw))*]*?
La condicién para que el factor de potencia sea igual a la unidad es que
la impedancia sea 6hmica pura:

Lw=1/(Cw) ; C=(Lw?)"' =3448 uF

2. (Baleares, 1994) Un circuito de corriente alterna esta formado
por dos impedancias Z, y Z, en serie, por las que circula una intensi-
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dad de corriente de 60 A. La impedancia Z, esta formada por una
resistencia 6hmica de 4 Q y una reactancia inductiva de 3 Q, y la
Z, por una resistencia 6hmica de 13 Q y una reactancia inductiva
de 5 Q.

a) Dibujar el diagrama vectorial del circuito.
b) Calcular la potencia disipada en la impedancia.

R=4Q  X,=3Q

Anadlisis previo:

Impedancia Z,:

Impedancia Z,:
Z,=(Ri+Xi) " = (169 +25)"" =139Q
tag ¢, = X,./R, =038 ; ¢,=21,0°

Impedancia total del circuito:

Impedancia Z:

Z=[(R, +R)*+ (X, + Xi2)Y]* = (289 + 64) " = 18,8 Q
tagp=X,/R=047 ; 9=252°

Al ser un circuito serie la intensidad de corriente que circula a través de
cualquier elemento del circuito es la misma. La intensidad se representa
sobre el eje de abscisas.

,
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9
Los voltajes de elementos del circuito, con resistencia 6hmica pura,
estan en fase con la intensidad. R=3009
Los voltajes de elementos del circuito, con reactancia inductiva, estan
adelantados con respecto a la intensidad. El dngulo de desfase es el mismo ' WV\/ T gt
que el de la impedancia. . Ve = 220 V
Los voltajes de elementos del circuito, con reactancia capacitiva, estan L .
atrasados con respecto a la intensidad. El dngulo de desfase es el mismo que V = 50 Hz
el de la impedancia.
La potencia disipada en una impedancia depende tnicamente de la Lot _‘ Le; 1}
resistencia 6hmica de la impedancia: i
C=20uF ]
P=1FR
a) Elvalor de L para que la corriente sea maxima.
Respuesta: b)  La potencia consumida en estas condiciones. ?;
: gl _ 9] - © la autoinduccion que hay que colocar para que la poten- g
a) ‘Teniendo en cuenta los valores obtenidos en el andlisis: cia consumida sea el 80% de la consumida en las condicione
V.=1.Z:V, =300, anteriores. ®
Va=1.Z;V,=834,,
V=1.Z;V =1128, )
Anilisis previo:
La impedancia del circuito es:
_ W irt =403 % |
]LW | - (“]30,48(]) | Z = [R.’ + (L{l] . 1}{((‘1(1)}) :] 172 (])
wov ¢ ;
3 i . ’:'},'..7-'-';i[778.299) ’ La corriente es maxima si la impedancia es minima. La impedancia es
| (240,180) - = . minima si:
y ‘ Lo - 1/(Cw) = 0;
meidosegages| | IR/100V L=(Cw)™.(2)
PR e @) w=2mv =100 rads. |
Aplicamos la ecuacién (2): _|
b) |
P,=12. R, = 14400 w L=051H
P,=1%. R, = 46800 w b) P=(V/R):
LS - =(V/IR)*.R=1613w
P =1*.R=61200w ) = i

¢) Elvoltaje en ambos casos es el mismo:

3. (Castellon, 1993) Se montan en serie una bobina de autoin-
duccién L y resistencia 300 €, y un condensador de capacidad C = 20 V=I.R |
uF. Se aplica una corriente alterna eficaz de 220 V y 50 Hz. Calcular: V=r.Z Z=(R*+X 212
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1.R=1".Z, elevamos al cuadrado: Todo el circuito:
I*,R*=12,2?
e e R LI V=I1.Z (1)
2 R*=T2% R+ X? 3 . .
( ) O Z=[R*+ (Lo - 1/(Cw))?]** (2
tag @ = (Lo — 1/(Cw)). R-!
Comparemos ahora las potencias: REP=rho=HiCa). Kol (%)
P’=1"2.R Resistencia:
| o 2 0
Vo=
P=08P, 2=081* (4) r=l R O
3 q-"R = ﬂ
Sustituimos (4) en (3): Autoinduccion:
R*=0,8 (R*+ X?);
( ) V.=1.X, 5) =
X =L =
Resulta pues: tp.]_. . m’l;” "
X=205R=%x150Q
X=X, - Xc; Xe=1/(Cw)=159,2Q Condensador;
s Ve=1.X (6) I
Dos soluciones: X, = (Co)-! -
1: X, =150 + X, = 3092 Q Qe = —1/2
Lw=3092 ; L=098H
2: X, =-150+X.=92Q Potencia disipada:
Lw=92 ; L=0,03H P Bk o
4. (Ledbn, 1993) Un generador de 50 Hz esta conectado a un cir-
cuito en serie, formado por una resistencia de 100 ©, una autoinduc- R=100Q
cién de 0,25 H y un condensador de 100 uF: La potencia media sumi- :
nistrada al circuito es de 400 W. Se pide: ([ /\/\/\/ -

a) Voltaje eficaz en bornes de cada uno de los aparatos;

b) Voltaje eficaz total del circuito; (J
¢) Desfase entre la intensidad y el voltaje para todo el circuito. {1) g L=025H
\ i

Anilisis previo: | |

La intensidad que circula a través de cualquier elemento del circuito es

la misma. _
En todo lo que sigue los voltajes e intensidades que escribamos son efi- C =100 uF

caces.
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Respuesta:

a) A partir de la ecuacion (7) calculamos la intensidad:

Pr=f s R
400 =1°. 100
I=2A

Voltaje entre los bornes de la resistencia:

V,=2.100=200V

Voltaje entre los bornes del condensador:
Xe=(Cw)'=318Q
Ve=2.318=63,7V

Voltaje entre los extremos de la autoinduccion:
X, =Lw=785Q
V,=2.785=1570V

b) Voltaje eficaz de todo el circuito:

Z=[R*+ (Lw-1/(Cw))*]"* = 110,4 Q

V=2208V

¢) Desfase entre la intensidad y el voltaje para todo el circuito:

tag @ = [Lo — 1/(Cw)]. R = 0,47
@ =25

QUIMICA

PEDRO MANUEL SANCHEZ ESCUDERO

COMO PREPARAR EL EXAMEN DE QUIMICA

La Quimica es una ciencia experimental que intenta justificar la estructu-
ra y las propiedades de la materia; en este sentido, trata de utilizar racional-
mente leyes, hipdtesis, teorias y modelos, siendo cada vez mds razonada,
mds deductiva y menos memoristica. CONCLUSION: ;Aprende la Tabla
Periddica de los elementos y los conceptos bdsicos de Quimica, y utiliza
racionalmente lo aprendido! Asi pues, te sugiero el siguiente plan de trabajo:

1. Memoriza por columnas (grupos) los simbolos de los elementos de
la Tabla Periédica, por ejemplo, grupo 1 o de los alcalinos: Litio (Li), Sodio
(Na), Potasio (K), Rubidio (Rb), Cesio (Cs) y Francio (Fr).

2. Segiin la posicién en la Tabla Periédica (grupo y periodo de cada
elemento), vas a poder deducir muchos detalles. Asi, en el sodio, (periodo 3°
y grupo 1), su estructura electrénica es 18°28°2p® 3s', y sumando superindi-
ces, Z=11; el estado de oxidacion mds probable es +1, porque el dtomo tien-
de a perder su electrén mds externo para adquirir asi la configuracion electré-
nica de tipo gas noble, y lo anterior es bédsico para formular correctamente,

3. En cuanto a los conceptos bdsicos, primero intenta comprender,
después intenta memorizar, y por iltimo intenta aplicar dichos conceptos.
Vedmoslo con el concepto de mayor aplicacién en Quimica, el MOL: el
mol es la cantidad de cualquier sustancia (elemento, compuesto) gue con-
tiene un miimero de particulas (dtomos, moléculas, iones, electrones) igual
al niimero de Avogadro (N,=6,02 - 10%).

Resulta asi que el mol es la unidad internacional para la cantidad de sus-
tancia, siendo ftil por tres detalles:

* Coincide numéricamente con las masas atomicas o moleculares,
cuando tales mimeros no son unidades de masa atémica (uma, u), sino gramos
(g); asf, si la masa atémica del oxigeno es 16,0 u, el mol de dtomos (6,02 - 10*
dtomos) corresponde a 16,0 g, y del mismo modo, si la masa molecular del
oxigeno (O;) es 32,0 u, el mol de moléculas (6,02 - 10* moléculas) es 32,0 g.
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* Tratindose de gases, ¢l mol de cualquier gas ocupa un volumen sensi-
blemente igual a 22,4 litros, si tal volumen se mide en condiciones norma-
les de presién y temperatura (P =1 atm; T=0°C =273 K).

* En disoluciones se maneja como unidad habitual la molaridad, que es
¢l nimero de moles de soluto que hay en cada litro de disolucion, o sea,
M =n/V, siendo M la molaridad, n el mimero de moles y V el volumen de la
disolucion en litros.

A menudo hay que pasar de gramos a moles, o viceversa; para evitar
errores, lo mejor es que a continuacién de cada nimero pongas sus unidades
entre paréntesis, pudiéndose operar con las unidades como si fuesen niimeros y
teniendo en cuenta que cualquier formula ha de ser homogénea, por ejemplo:

M (moles/litro) = n (moles)/V (litros)

Y en la formula que relaciona moles y gramos, n=m/MM (n=nimero
de moles y m=masa en g), MM representa la masa molar, que es el valor
del mol en g/mol (jy no la masa molecular, la cual se expresa en uma!), y
asi, al dividir g/g/mol = mol, pero al dividir g/luma no da moles.

PRUEBAS RESUELTAS
1. ESTRUCTURA ATOMICA Y SISTEMA PERIODICO

Esta unidad temadtica incluye muy pocos problemas numéricos (algin
cilculo referente al modelo atémico de Bohr), pero muchas cuestiones teéri-
cas, como por ejemplo la diferencia entre érbita y orbital, el significado fisi-
co de los niimeros cudnticos o preguntas muy diversas sobre estructuras
electronicas y propiedades periddicas.

A continuacién figura un cuadro-resumen que puede ser itil como
recordatorio sobre los niimeros cudnticos:

NUMERO | VALORES SIGNIFICADO FISICO
CUANTICO NUMERICOS | SEGUN EL MODELO ORBITAL
Principal (n) | 1,2..n | Determina el tamaio (volumen) del orbital

Secundario (1) | 0.1,..n-1 l Forma del orbital

Magnético (m) | —£.0..+ Orientacion espacial del orbital

De spin (s) +1126-1/2 Niimero identificativo de cada e en el orbital
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Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Murcia, 1995, LOGSE)

La energia de los niveles electronicos en el atomo de hidrogeno
viene dada (en Julios) por

E,=-2,18 - 10~"*/n?

Si el electron de un dtomo de hidrogeno pasa del nivel n=3 al nivel
n=1, ¢se producird absorcion o desprendimiento de energia? Calcule
el valor de esa energia. Si esa transicion se produce simulldneamente
en un mol de atomos, ¢cudnto valdria la energia total involucrada?

Hay liberacién de energia —en forma de radiacién—, ya que el electrén
pasa de un nivel de energia superior a otro inferior:

E.-E,=(-2,18 - 10-%/3) - (-2,18 - 107'%/1)=194 - 10-*]

Y para | mol de atomos:

E=194 - 10"*(J/atomo) - 6,02 - 10* (dtomos/mol)= 1,17 - 10° J/mol

Ejercicio 2 (Zaragoza, 1994)

Indique los posibles valores de los tres primeros numeros cuanti-
cos correspondientes a los orbitales 2p y 4d.

2p: n=2, y por ser orbital p, {=1, con lo que m puede valer -1, 0 y +1.
Por tanto, los nimeros que definen los tres orbitales 2p son: (2, 1, —1),
(2,1,0)y(2,1,+1).

4d: Andlogamente, n=4, y por ser orbital d, {=2, con lo que m puede
valer =2, =1, 0, +1 y +2, o sea, los nimeros son: (4,2,-2), (4,2,—1),
(4,2,0), (4,2,+1) y (4,2,42).

Ejercicio 3 (Madrid, 1994)

Indique, razonadamente, el numero de elementos existentes en
el cuarto periodo del Sistema Periddico.

Quiicn
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En este periodo se ocupan el orbital 4s (2 e7), los 5 orbitales 3d (10 e7)
y los 3 orbitales 4p (6 e7), es decir, en total 2+10+6=18 e, correspon-
diendo 18 elementos.

Ejercicio 4 (Cantabria, 1994; Castilla-La Mancha, 1995)

El primer y segundo potencial de ionizacion para el dtomo de litio
son, respectivamente: 520 y 7.300 kJ/mol. Razone: a) La gran dife-
rencia que existe entre ambos valores de energia. b) ; Qué elemento
presenta la misma configuracion electrénica que la primera especie
i6nica? ¢) ;Como varia el potencial de ionizacion para los elemenios
del mismo grupo?

a) En el primer potencial se parte del dtomo de Li y se forma el ién Li",
y en el segundo potencial se parte de dicho i6n, muy estable por tener
estructura tipo gas noble, y por tanto hace falta mucha energia para arran-
carleune-.
b) Elién Li* posee dos e, al igual que el He.
_ ¢) Dentro de un grupo —por ejemplo, alcalinos— el potencial dismi-
I nuye de arriba abajo porque el e~ externo estd cada vez menos atraido y es
mas fécil de arrancar.

Ejercicio 5 (Madrid, 1994)

Escriba la configuracion electrdnica en estado fundamental de: a)
Un elemento con tres electrones en un orbital p. b) Un elemento de
transicion. ¢) Un alcalino-térreo. d) Un elemento del grupo 18. ;Cud-
les de ellos tienen electrones desapareados?

a) El enunciado deberia decir tres electrones en orbitales p, y la confi-
guracion es: 1s°2s*2p'2p'2p .

b) En los elementos de transicion se estdn ocupando orbitales d. por
ejemplo: 1525*2p®3s?3p*4s°3d ',

¢) Los alcalino-térreos (grupo II) tienen dos e~ en el tltimo nivel, tal
como: 18*2s”

d) Corresponde a los gases nobles, como por ejemplo:
1s*25*2p°3s*3p°4s*3d *4p®, que corresponde al Kr.
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A la vista de las estructuras electronicas, s6lo hay electrones desaparea-
dosena)yb).

Ejercicio 6 (Zaragoza, 1995, LOGSE)

Dadas las siguientes especies: ion fluoruro, ion sodio, neon; a)
escriba la configuracion electronica de los mismos. b) Justifique
cual de ellos tendrd menor radio. Nimeros atémicos: F=9: Na=11;
Ne=10.

a) ¢F7 1s*2s*2p° (con un e mds que el dtomo neutro).
uNa™: 1s*2s?2p* (con un e~ menos que el 4tomo neutro).
oNe: 18225%2p?.

b) Como todas las estructuras son isoelectrénicas (poseen el mismo
numero de e ), el menor tamafio corresponde a aquella estructura con mayor
carga nuclear (al haber mds protones en el nicleo los e~ son atraidos con
mayor fuerza), o sea, en nuestro caso, el Na*.

2. ENLACE QUIMICO

Es un bloque tematico muy extenso y cuyas bases teéricas debes estu-
diar con detenimiento, ya que se presta a una gran variedad de cuestiones
razonadas, como predecir tipos de enlace, geometria de las moléculas o pro-
piedades de las redes cristalinas; puede seryir como sintesis el siguiente
esquema sobre tipos de enlace:

TIPO DE CARACTERISTICA TIPO DE PROPIEDADES DE
ENLACE FUNDAMENTAL | RED LAS SUSTANCIAS
Transferencia de e- IONICA NaCl, ALO,
entre dtomos Nudos con jones + y— |  *Sélidos de alto P.E
IONICO con electronegatividades que se unen entre s *Solubles en agua
muy diferentes por fuerzas de tipo *Conductores
(«metal + no metaly) electrostatico (fundidos o disueltos)

(4

QUINNCA
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TIPO DE CARACTERISTICA l TIPO DE PROPIEDADES DE

ENLACE FUNDAMENTAL RED LAS SUSTANCIAS

MOLECULAR ‘ I, productos orgdnicos
|

Nudos con moléculas | *Sdlidos de bajo PE.
que se unen entre i *Insolubles en agua
Comparticidn de e por fuerzas débiles pero solubles en cter
entre dtomos de Van der Waals *No conductores
COVALENTE | conelectronegatividades | — |
semejantes y altas ATOMICA C (diamante), Si

Nudos con dtomos

(«no metal + no metal») *Solidos de muy alto

| que se unen entre si PE
por enlace covalente | *Insolubles
muy fuerte *No conductores
Movilidad de ¢ METALICA | NaFe
entre dtomos Nudos con restos + *S6lidos detPE/uE
METALICO | con electronegatividades que se unen entre si variable

*Brillo metlico
*Conductores

por enlace metdlico
relativamente fuerte

semejantes y bajas
(«metal + metal»)

Ejercicios ilustrativos

1
Ejercicio 1 (Madrid, 1994)

El cloruro de sodio y el cloruro de magnesio son dos sdlidos ioni-
cos. Justifigue cudl de ellos seré mds duro y cudl tendrd mayor punto
de fusion.

Serd el compuesto con mayor ENERGIA RETICULAR, la cual resul-
ta ser proporcional a la relacion carga/radio de los iones constituyentes.

Los iones son Na* y Cl~ en NaCl y Mg*" y Cl~ en MgCl;: el anién CI~
se repite en ambos compuestos, por lo que no se tiene en cuenta, y de los
cationes, el Mg?" tiene mas carga y menos radio que el Na*, con lo que la
relacion carga/radio del Mg** es mayor, y la energia reticular del MgCl, es
entonces también mayor.
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Ejercicio 2 (Zaragoza, 1995)

Dados los siguientes elementos o compuestos: manganeso, iodo,
cloruro de polasio, benceno y éxido de bario, indique razonadamente
que tipo de fuerzas o enlaces tendria que romper si quisiera fundir
cada una de estas sustancias.

Mn: forma una red metdlica (nudos ocupados por restos atémicos positi-
vos que se unen mediante enlace metilico),

I, y benceno: redes moleculares (moléculas que se unen entre si por
débiles fuerzas intermoleculares).

KCl y Ba0O: redes i6nicas (iones de distinto signo unidos por fuerzas
electrostdticas, el enlace iénico).

Ejercicio 3 (Madrid, 1995)

a) Justifique si las siguientes moléculas son polares o no polares:
cloruro de hidrégeno, iodo y diclorometano. b) Comente la naturaleza
de las fuerzas intermoleculares presentes en cada caso.

HCI: molécula polar, por ser una molécula diatémica heteronuclear. Las
fuerzas intermoleculares serédn, pues, interacciones dipolo-dipolo, y también
fuerzas de London, que siempre existen.

[,: molécula apolar, por ser una molécula diatémica homonuclear, S6lo
pueden existir las fuerzas de London, importantes al ser muy grande la masa
molecular (el iodo es un sélido a temperatura ordinaria).

CH,Cl;: molécula polar, que deriva del CH, al sustituir dos H por dos
Cl, con lo que la suma vectorial de los momentos dipolares de cada enlace
da resultante no nula. Sobre las fuerzas intermoleculares, son del mismo
tipo que en HCI.

Ejercicio 4 (Zaragoza, 1995)

Dados los compuestos HCI y Na.SO,, razene: a) ;En qué lipo de
compuestos los clasificaria: covalentes, ionicos o metalicos? b) ; Qué
estado de agregacion seria previsible para ellos a temperatura
ambiente?

MICA

rs
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HCI: compuesto covalente, al ser pequeifia la diferencia de electronegati-
vidades entre H y cualquier otro elemento. Seria gas, al no ser grandes las
fuerzas intermoleculares.

Na,SO.: compuesto i6nico, al estar formado por los iones Na* y SO,
Ser4 un sélido de alto punto de fusién, como todos los compuestos i6nicos.

3. TERMODINAMICA QUIMICA

En este tercer bloque debes dominar:
A) Calcules numéricos sobre entalpias de reaccién

» A veces es un simple cdlculo estequiométrico, referido al térmi-
no energético de la reaccion,

s Frecuentemente, el cdlculo estd basado en una aplicacién direc-
ta de la expresion:
AH’ (reacci6n) = YAH] (productos) — LAH; (reactivos).
Recuerda que AH{ para cualquier elemento vale 0.

B) Cuestiones razonadas sobre espontaneidad de reacciones

Utilizando la ecuacién: AG= AH — TAS, se determina el signo de AG:
si AG<0, el proceso es espontdneo (si AG>0, el proceso es no espontaneo,
y si AG=0 el sistema ha alcanzado el equilibrio).

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Madrid, 1994)

La entalpia de formacién del amoniaco es AH°=—46,2 kJ/mol. Cal-
cule el calor de reaccién cuando se forman tres litros de amoniaco,
medidos en condiciones normales. DATOS. R=0,082 atm - /K - mol.
Masas atomicas: N=14; H=1.

moles de NH,=3 (1)/22,4 (I/mol)=0,134 mol

Y si cada mol libera (signo negativo de AH) 46,2 kJ, el calor pedido es:
AH =0,134 (mol) - (— 46,2) (kJ/mol)=— 6,19 kl.
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Ejercicio 2 (Murcia, 1995, LOGSE)

Para la reaccidn de obtencion del aluminio a partir de fa bauxita
(a 25°C): ALO,(s) = 2Al(s) + 3/2 O.(g), se sabe AH=+1675,7 kJ/mol,
Calcule la cantidad de energia calorifica necesaria para obtener seis
latas de aluminio para cerveza, cada una de ellas con un peso de
13,5 g. Peso atémico del aluminio: 27 g/mol.

+1.675,7 kJ/mol es el calor necesario para destruir cada mol de Al,O.,

que al tiempo produce 2 moles de Al o sea, 2(mol) - 27(g/mol) =54 g.
Como 4 latas son: 4 - 13,5=54 g, la energia pedida vale también
+1675,7 kJ.

Ejercicio 3 (Extremadura, 1994)

La entalpia estandar de formacion del dioxido de carbono (g) es
~393,5 kJ/mol, la del agua liquida —285,8 kJ/mol y la del metano (g)
~748,0 kJ/mol. a) ;Cudl es la variacion de entalpia estdndar de la
reaccién de combustion del gas metano? b) ;Cudntas calorias se
desprenden (o absorben, decidalo) al quemar 10 g de metano? Pesos
atémicos: H=1,0; C=12,0; O=16,0. 1 Julio = 0,239 calorias.

a) CH.(g) +20,(g) — CO,(g) + 2H,0 (1)
AH °(reaccién) = AH? (productos) — LAH. (reactivos)

AH=[(-393,5) + 2 - (- 285,8)] = [(- 748) + 2 - 0] =—217.1 kJ/mol

I mol CH,=16,0 (g) 10 (g)
- & = O s 2 = A
217,1 () =—217,1 - 1000 - 0239°(cal)  x(eal) - o+ 107 cal

Como vemos, el resultado es negativo, luego es un calor liberado.

Ejercicio 4 (Madrid, 1994)

Calcule el calor de formacion del acetileno (etino), conocidos los
calops_-s de formacion del H,0(l) y del CO,, asi como el calor de com-
bustion del acetileno.

DATOS: AH? H.O(l) = — 285,8 kd/mol: AHp? CO.(g)=— 393,13 kdimol;
‘ﬁ'H“mMuus-nm e = — 1.300 kJ/mol.

r
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C,H,(g) + 5/2 0,(g) — 2CO,(g) + H,O()
AH® (reaccion) = 2AH{ (productos) —XAH¢ (reactivos)

En este caso el primer miembro de la ecuacion es dato, y por tanto:

-1.300=[2 - (-393,13) +(-285,8)] — [x +(5/2) - 0]; x=227,9 kJ/mol

Ejercicio 5 (La Laguna, 1995)

Sabiendo que los calores de combustion del H.(g), C(s) y CH,(g)
son, respectivamente: —68,40, —95,29 y —200,1 kcal/mol: a) Escribir
las ecuaciones quimicas de las reacciones mencionadas; b) Calcular
el calor de formacion del CH4; ;es éste un proceso endotérmico?,
Jpor qué?

a) (I) H,(g)+ 1/2 0,(g)=H,0(])
(I) C(s) + 0,(g) =CO,(g)
(1) CH,(g) + 20,(g) = CO,(g) + 2ZH,O (1)

b) C(s)+2H,(g)=CH,(g) ;AH?
Para calcular la AH de la reaccion anterior se aplica la ley de Hess com-
binando las ecuaciones (1), (II) y (III):

AH=AH;+2 AH, - AH,;; =— 95,29 + 2 - (- 68,40) — (- 200,1)
AH=—131,99 kJ/mol < 0, luego es un proceso exotérmico.

Ejercicio 6 (Madrid, 1993; Zaragoza, 1995, LOGSE)

Expligue como variard con la temperatura la espontaneidad de
una reaccion en la que AH°<0 y AS°<0, suponiendo que ambas
magnitudes son constantes con la temperatura.

Como sabemos, un proceso es espontineo si AG"<0, siendo AG*=
= AH® - TAS".

I) A baja temperatura, TAS°<<AH®, y por lo tanto, AG°~ AH"; en
nuestro caso AH<0, o sea, AG°<0. Conclusion: a baja temperatura el pro-
ceso es espontaneo.
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II) A alta temperatura, TAS®>>AH®, resultando AG®~ — TAS’; en nues-
tro caso AS* <O, es decir, AG* > 0. Conclusién: a alta temperatura el proceso
no es espontaneo.

Ill) A temperatura intermedia, AG° =AH°*—TAS’ y a priori no se puede
despreciar un término frente al otro; en nuestro caso, tanto AH® como AS® son
negativos, resultando el primer término negativo pero el segundo positivo.
Conclusion: a temperatura intermedia hacen falta los datos numéricos concre-
tos para calcular AG® y poder predecir asi la espontaneidad del proceso.

4. CINETICA Y EQUILIBRIO QUIMICO

Acerca de los contenidos de CINETICA QUIMICA, se plantean con
frecuencia cuestiones tedricas sobre el concepto de velocidad de reaccién y
los factores de los cuales depende (muy especialmente los factores tempera-
tura y catalizadores).

En cuanto al EQUILIBRIO QUIMICO, se proponen cuestiones tedricas
sobre aplicacion de la ley de Le Chatelier y problemas sobre cilculo de K,
y K. A menudo se incluyen cuestion tedrica y problema numérico dentro
del mismo ejercicio.

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Zaragoza, 1995)

Qué efecto tendrd sobre la concentracion de equilibrio de SO, en
la reaccion: 250,(g) + 0.g9)=250,(qg), AH=—198 kJ, cada uno de los
siguientes cambios: a) Duplicar el volumen de la vasija de reaccion.
b) Aumentar la temperatura sin alterar el volumen.

a) Al aumentar el volumen, la presién total disminuye (se cumple la
ley de Boyle) y el sistema se opone a dicha disminucién desplazdndose
hacia el aumento de volumen, en este caso hacia la izquierda (segiin la reac-
cién ajustada, 2+ 1 voliimenes de reactivos dan 2 volumenes de productos),
con lo cual la concentracion de SO, disminuye.

b) Al aumentar la temperatura, el sistema se opone a dicho aumento
desplazdndose en sentido endotérmico, en este caso hacia la izquierda, con
lo cual la concentracion de SO, disminuye, igual que en el apartado anterior.

QUiicA
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Ejercicio 2 (Madrid, 1995)

Supuesto comportamiento ideal de los gases en Ia sintesis del
amoniaco, N.(g) + 3H.(g) = 2NH,(g). a) Exprese las constantes Ky
K, para esta reaccion y la relacion entre ambas. b) ;Coémo afectaria
un aumento de presion, a temperatura constanie, a la composicion y
a la constante de equilibrio K.?

a) [NH,]*

[No] [Hy)’

P’
" @) (P,)’
K,= Kc (RT)* = K (RT)*"*

b) Al aumentar la presion, el sistema se opone a dicho aumento despla-
z4ndose hacia la disminucién de volumen, en este caso hacia la derecha (segtin
la reacci6n ajustada, 3+ | volimenes de reactivos dan 2 volimenes de produc-
tos), con lo cual aumenta la concentracién de amoniaco; en cambio, el valor de
K, no varfa porque la constante de equilibrio sélo depende de la temperatura.

Ejercicio 3 (La Laguna, 1995)

A 425°C, para la reaccion: 2H,(g)+ CO(g)=CH,OH (g), K.=300. a)
;Cudl es el valor de K,?; b) Al alcanzar el equilibrio tenemos 0,1 moles
de H. y 0,05 moles de CO, siendo 2 litros el volumen total, scudl es la
concentracion de CH,OH en el equilibrio? R=0,082 atm - /mol - K.

a) K=K (RT)"= 300[0,082 - (425+273)]"**" =0,0916
b) 2H,(g) + CO(g) =CH,OH (g)
concentraciones
de equilibrio 0,172 0,052 X

[CH;OH] X

= pebiesh e Tl — =300
- (0,1 [ 0.05 '-l
H]*[CO] | — =]

x=0,0188 mol/l

Quimica |
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Ejercicio 4 (Madrid, 1994)

La constante de equilibrio, K., de |a 0
v Ko reaccion: H.(g)+
+C0,(g)=H.0(g) + CO(g) es 4,2 a 1650°C. Para iniciarla se fnyec%an
g;gur;r;o;‘es de H. y 0,80 moles de CO, en un recipiente de 5,0 1. a)
_ a concentracion de cada sustancia e ilibri ; .
dré distinto valor K, de K.? St ol s

a) H.(g) + CO,(g)=H,0(g) + CO (g)
concentraciones L
de equilibrio 0,85-x 08/5-x «x X

[H,O] [CO] X - X
[Hy] [CO.] (0,16 -x) (0.16 —x)

L e

=42

Resolviendo, x=0,11 mol/l, y por tanto:

[H,0]=[CO]=x=0,11 mol/l; [H,] =[CO,]=0,16—x=0.11 mol/l

b) Eneste caso, al ser An=(1+1)—(1+1)=0. K.=K

Ejercicio 5 (Oviedo, 1995, COU y Bachillerato LOGSE)

A 42§ °C la constante de equilibrio para la formacion de un mol de
HI a parlir de H; e 1., K, es 7,45 y su calor de formacion, AH, +26,48
kJ. ) En un recipiente, a 425°C, se introducen H,(g), () y Hi(g)
con'prgsn‘)nes parciales de 1 atm, ;estardn en equifibrfo? si no Ic:
estan, indique el sentido en que evolucionard el sistema haéta alcan-
za_r!o. b) Indique como afectardn al equilibrio, a la constante de equili-
brio y a fa_ velocidad de reaccidn, los sigulentes cambios: i) Aumento
de ."a_ cantidad de H,. ii) Disminucidn de la lemperatura. iii) Eliminacion
parcial de HI. iv) Adicion de un catalizador positivo.

a) 1/2 H,(g) + 1/2 1,(g) = HI (g)

. Py
KI': RS-
(P,)" (P, )2

C e 0 K
: On presiones parciales de 1 atm, saldria K =1, pero al ser K_>1, tales
nes no son las de equilibrio, sino que la presién parcial de HI debe

’
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aumentar y las presiones de H, y I, deben disminuir hasta alcanzar el equili-
brio, o sea, el sistema evoluciona hacia la derecha.

b) i) Al aumentar [H,], se rompe el equilibrio, y el sistema evoluciona
en el sentido de oponerse a tal aumento, en nuestro caso hacia la derecha,
aumentando la velocidad en este sentido, pero la constante de equilibrio no
varia al no variar la temperatura.

ii) Al disminuir la temperatura, el sistema se opone desplazdindose en
sentido exotérmico, en nuestro caso hacia la izquierda, y al bajar la tempera-
tura disminuyen tanto la constante de equilibrio como la velocidad de reac-
cion.

iii) Se parece al caso 1), ya que, al disminuir [HI], el sistema se opone a
dicha disminucién desplazindose hacia la derecha, aumentando la velocidad
en este sentido pero sin variar la constante de equilibrio.

iv) Un catalizador positivo aumenta la velocidad de reaccion, la velo-
cidad con que se alcanza el equilibrio, pero una vez alcanzado éste no
afecta a la composicién del equilibrio, ni por tanto a la constante de equi-
librio.

Ejercicio 6 (Madrid, 1990 y 1995)

El tetroxido de dinitrégeno es un gas incoloro que se descompone
en diéxido de nitrégeno gaseoso, de color rojo. Sabiendo que a 25°C
la constante K.=0,125, escriba la reaccion ajustada y calcule el por-
centaje de tetréxido disociado en diéxido cuando se encierran 0,03
moles de tetroxido de dinitrégeno en un recipiente de 11, a 25°C.

Inicialmente, [N,O,]=0,03(mol)/1(1)=0,03 mol/l, de modo que si x es
el grado de disociacién (tanto por uno de moles disociados) tenemos:

N,O,(g) =2NO,(g)
concentraciones
de equilibrio 0,03(1-x) 2-0.03x

[NO,]* (0,06x)*

T INOJ 0,03(1x)

=0,125 = x= 0,625

T

Por lo tanto, el porcentaje de disociacion serd:
0,625 - 100=62.5%
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5. PROCESOS ACIDO-BASE
Las cuestiones tedricas habituales suelen tratar acerca de los conceptos

d? uc1.df) y base (véase cuadro), el concepto de pH vy los indicadores, la
hidrélisis y las disoluciones reguladoras.

CONCEPTO CONCEPTO CONCEPTO
DE ARRHENIUS DE BRONSTED DE LEWIS
ACIDO ACIDO ACIDO
Sustanc;lu que en agua Sustancia dadora Sustancia que acepta
_(:_ngm;l H '___ de H' | pares de e~ para compartir
BASE BASE BASE

Sustancia que en agua Sustancia aceptora

i Sustancia que aporta
origina OH- de H'

| pares de e~ para compartir

PROCESO ACIDO-BASE | PROCESO ACIDO-BASE ! PROCESO ACIDO-BASE
Neutralizacion Transferencia de H*
entre H'y OH- del dcido a la base

Formaci6n de enlace
covalente coordinado

En cuanto a cdleulos numéricos, son frecuentes los célculos de pH en

dl‘soiuc:fones de acidos y bases, fuertes y débiles, y también sobre volume-
trias dcido-base.

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Murcia, 1995, LOGSE)

Clasifique, cuanfio sea posible, las siguientes especies como 4ci-
dos o bases de Qronsred-t_awry, escribiendo reacciones que justifi-
quen sus afirmaciones: HSO, ; NH;; CH,- O-CH,; CH,-CH,: I".

El i6n hidrégenosulfato es un dcido, ya que cede protones al agua para
dar iones sulfato: HSO;+H,0=S0*+H.0O".

El i6n amonio es un dcido por la misma razén, pasando a amonfaco:

NH:+H,0=NH,+H,0".

QUiica
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El dimetiléter puede aceptar protones por los pares de electrones sin
compartir sobre el oxigeno, luego es una base:
CH,- O—- CH;+H,0=CH,- O*H~-CH;+OH"
El etano no se puede clasificar ni como dcido ni como base, segiin el
concepto de Bronsted-Lowry.
El i6n ioduro es una base porque puede aceptar protones del agua, dan-
do dcido iodhidrico: I + H,O=HI+OH .

Ejercicio 2 (Zaragoza, 1995)

Indique razonadamente si son dcidas, bdsicas o neutras cada
una de las disoluciones acuosas de los siguientes compuestos: a)
bromure de hidrégeno, b) cloruro de amonio. ¢) hidréxido de sodio, y
d) acetato de sodio. Formule las ecuaciones idnicas que justifiquen
Su respuesta.

a) HBr en disolucion acuosa se disocia dando H* y Br™: HBr —
H*+Br~, luego es un dcido segtin Arrhenius.

b) NH,CI en disolucién acuosa se disocia dando NH; y CI~; el i6n
amonio sufre hidrélisis por proceder de base débil, el amonifaco:
NH;+ H,0=NH,+H,0", y, debido a los iones hidronio, la disolucién es
dcida,

¢) NaOH en disolucién acuosa se disocia dando Na* y OH™; NaOH —
Na*+OH, luego es una base segtin Arrhenius.

d) CH,— COONa en disolucion acuosa se disocia dando CH, - COO ™ y
Na*; el i6n acetato se hidroliza porque procede de dcido débil, el dcido ace-
tico: CH,; — COO™+ H,0=CH, - COOH+OH", y como se originan iones
hidréxido la disolucién es bdsica.

Ejercicio 3 (Madrid, 1995)

Defina los conceptos de dcido y base segtiﬁ la teoria de Arrhe-
nius. Clasifique por su acidez, de mayor a menor, las siguientes diso-
luciones: a) pH = 10. b) pOH = 5. ¢) [OH ] = 10-%M. d) [H7] = 10 M.

Segiin Arrhenius, dcido es toda sustancia que en disolucién acuosa se
disocia liberando protones (iones H*), v base si libera iones hidréxido
(OH").
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a) pH=10.
b) pOH=5; pH=14 - pOH=9,
¢) [OH]=10"" M; pOH=-log[OH ]=12; pH= 14 - pOH=2.

d) [H']=10"7M; pH=- log[H '] =6.

El orden pedido es: ¢>d >b>a (mayor acidez, menor pH).

Ejercicio 4 (Madrid, 1994)

Una disolucion de un &dcido monoprdtico en concentracicn 10 =M,
se encuentra lonizado en un 3%. Calcular: a) El pH de la disolucion.
b) La constante de disociacion de dicho dcido.

HA + H.O=A + H,0"
concentraciones
de equilibrio c(l—o) co. co

[H:O*]=ca=107-0,03=3 - 10™ M; pH= — log[H.,0*]=
[A-] [HO] col-co.  cof 10~ -0,03°

A ———— ——— = =93-.10*
[HA] c(1—o) -0 1-0,03

Ejercicio 5 (Extremadura, 1995)

Se prepara una disolucion disolviendo 180 g de hidréxido de sodio
en 400 g de agua. La densidad de la disolucion resultante es de 1,340
g/eny'. a) Calcular la molaridad de la disolucidn. b) Calcular los gramos
de hidrdxido de sodio necesarios para preparar 1 litro de disolucidn
0,1 M. Masas atémicas en u.m.a.: Na=23,0: O=16,0; H=1,0.

a) Por definicién de molaridad, M = n/V, donde:

180 (g)

n (moles de soluto) = ——————
40,0 [Ufnmll

= 4,50 mol

) ) ) m  (180+400) (g)
V (litros de disolucién) =—=———————— =433 ecm’ = 0433 |
1,340 (g/em?)

M =450 (mol)/0,433 (£)= 10,4 mol/l

ouich




130 Selectividad 96. Ciencias

b) 0,1 M implica que hay 0,1 moles en 1 litro, o sea,
Gramos de NaOH: 0,1 (mol) - 40,0 (g/mol)=4,0 g

Ejercicio 6 (La Laguna, 1993 y 1995)

Se dispone de una disolucion de HNO, cuya riqueza es del 70 % y
su densidad es 1,42 g/ml. a) ¢ Cual es la molaridad de dicha disolucion?
b) ¢Cudntos gramos de esta disolucion serdn necesarios para preparar
300 mi de &cido nitrico 2,5 M? Masas atémicas: H=1,0; N=14; O=16.

a) Por definicion de molaridad, M =n/V, donde:

70 (2)

n (moles de soluto) = = 1.11 mol

63.0 (g/mol)

) ) m 100 (g)
V (litros de disolucién) = — = —
D 1.42(g/ml)

M=1,11(mol)/0,0704 (1) = 15,8 mol/l

=704 ml =0,0704 {

b) Moles de HNO;: n=M - V=2,5(mol/l) - 0.3(1)=0.75 mol
Gramos de HNO,: 0,75 (mol) - 63,0 (g/mol)=47,25 ¢
Gramos de disolucién: 47,25(g) - 100/70=67.5 g
Volumen de disolucién: 67,5 (g)/1.42 (g/ml)=47,5 ml

Ejercicio 7 (Madrid, 1995)

Calcule el pH de las disoluciones obtenidas al mezclar: a) 400 mi
de dcido clorhidrico 0,01 M y 100 ml de hidréxido sédico 0,10 M. b) 400
ml de dcido clorhidrico 0,10 M y 100 ml de hidroxido sédice 0,10 M.

a) HCI + NaOH — NaCl + H,O

Moles de HCl: n=M - V=0,01(mol/1) - 0,400 (1)=4.,0 - 10 mol
Moles de NaOH: n=0,10(mol/1) - 0,100(1)=1.0 - 102 mol

Asfi pues, quedan sin neutralizar 1,0 - 107°-4,0- 107 = 6,0 - 107 moles
de NaOH en un volumen de 0,500 1, es decir:

[OH ]=[NaOH]=6,0 - 10~ (mol)/0,500 (1)=0,012 mol/l
pOH=-log|OH |=1,9; pH=14-pOH=12,1
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b) Al ser las concentraciones iguales, quedan sin neutralizar 400—
—100 = 300 ml de HC1 0,10 M en un volumen de 500 ml, y por tanto:
n M-V 0,10 (mol/l)-0,300 (1)

[H]=[HCl]=—= — = 0,060 mol/l
\% V 0,500 (1)

pH=—log[H]=12

Ejercicio 8 (Valencia, 1995)

i) ¢Qué sucede cuando se disuelve cianuro de sodio en agua?
Escriba la ecuacion de la reaccion y analicela desde el punto de vista
dcido-base de Bronsted. ii) Calcule el pH de una disolucion 0,1 M de
cianuro de sodio sabiendo que la constante de acidez del cianuro de
hidrégeno es K,=4,9 - 10 “. K,=1,0- 107",

i) Cuando una sal se disuelve en agua, la porcién disuelta estd disociada
en sus iones (aqui, Na® y CN); el ién CN~ se hidroliza porque procede de
un dcido débil (HCN): CN~ + H,O = HCN + OH", y segtin esta reaccién, el ién
cianuro es una base porque acepta protones del agua, o sea, la disolucién de
cianuro de sodio tiene cardcter basico.

ii) CN +H.O=HCN+OH"
K [HCN] [OH™] Ky o [OHT?
_— — =

[CN] K, [sal]
ErE 1,0+ 10 o,

[OH | = -[sal] =| ——0,1=14-10"M
\ K | 491077

1

pOH=-log[OH ]=2,85; pH=14—-pOH=11,15

6. PROCESOS REDOX. ELECTROQUIMICA

En cada una de las dos partes conviene destacar lo siguiente:

SOBRE AJUSTE DE REACCIONES REDOX: hay que repasar el
método del i6n-electrén: a menudo se plantean cuestiones de tipo concep-
tual o cdlculos estequiométricos.

I3
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SOBRE ELECTROQUIMICA: debes saber diferenciar bien entre pro-
cesos galvanicos y electroliticos, calcular el potencial de una pila y apli-
car las leyes de Faraday a supuestos numericos,

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Extremadura, 1295)

En ciertas condiciones, el sulfuro de hidrogeno reacciona con aci-
do nitrico, para producir azufre, agua y nitrogeno molecular. a) Ajuste
la reaccion. b) Indique los sistemas oxidante y reductor.

a) H.S+ HNO;=S+H,O + N,
HS=S+2H"+2e (x5)
2NO; + 12H* + 10e =N, + 6H.O

SH,S + 2NO; + 12H* =58 + 10H* + N, + 6H,0
5H,S + 2HNO, =58 + 6H,0 + N,

b) El oxidante es el NO;, que se reduce a N, ganando e™, y el H,S el
reductor, porque se oxida a S al perdere”.

Ejercicio 2 (Zaragoza, 1995)

Cuando se trata cloruro de sodio con permanganato de potasio
en solucion dcida se produce la siguiente reaccion: MnO;+Cl~
+H*=Mn#*+ClL+H.O. a) Ajuste la ecuacion redox por el método ién
electron, b) Calcule el nimero de gramos de cloro gaseoso gue se
pueden obtener a partir de 10,0 g de KMnO,. Masas atomicas: K =39;
Mn=55; O=186; Cl=35,5.

a) MnO;+Cl +H*=Mn*+Cl,+ H,O

MnO; +8H"+ Se - =Mn" + 4H,0 (x 2)
2C1 =CL 4 2& (x5)

2MnO; + 16H* + 10C1~ = 2Mn* + 8H,0 + 5Cl;
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b) Puesto que por cada 2 moles de MnO; se producen 5 moles de
(la:

2mol KMnO,= 2-158 (g) 100 (g)

—x =112 0]
SmolCL=5-71 (g) x(g) s

Ejercicio 3 (Sevilla, 1995)

El ion Sn** es oxidado a ién Sn** en medio dcido por las disolu-
ciones acuosas que conlienen iones permanganato, pasando éste a
ion Mn* mas agua; i) escribir y ajustar la reaccion de dxido-reduccion
que tiene lugar; ii) calcular el equivalente-gramo del cloruro de Sn(ll)
para esta reaccion, iii) calcular los gramos de cloruro Sn(ll) que
habra que disolver en agua para obtener 750 mL de disolucién 0,01
M. DATOS: masas atémicas: Cl=35,5; Sn=118,7.

i) Sn**+ H*+ MnO; =Sn** + Mn?** + H,O

Sn**=8n* +2e” (x 5)
MnOj; + 8H* + 5e "= Mn** + 4H,0 (x 2)

35n* + 2MnQO; + 16H " = 58n** + 2Mn** + 8H.,0

ii) Como cada mol de Sn?* intercambia 2 moles de e :
Eq(SnCl,) = mol/2 = 189,7 (g)/2=94.8 g
iii) Moles de SnCl,: n=M - V=0,01(mol/1) - 0,750(1)= 7.5 - 10* mol

Gramos de SnCl,=7.5 - 10-* (mol) - 189,7 (g/mol) = 1,423 g

Ejercicio 4 (Madrid, 1994)

Suponiendo condiciones estdndar, ¢reaccionaran el ion nitrato y
cinc metdlico en medio dcido para dar ion amonio e iones cinc? Razo-
ne la respuesta. En caso afirmativo, ajuste la reaccion que tiene lugar
entre ellos. DATOS: Potenciales normales: ién nitrato/ion amo-
nio=0,89V; ion cine/cinc metalico=— 0,76V,

’
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Se producird la reaccién espontineamente si al construir la pila con los
dos semielementos resulta E°> ():

Anodo (oxidacién): Zn=Zn*+2e7(x 4) (E;=+0,76 V)
Citodo (reduccién): NO;+ 10H*+8e~ =NH;+3H.O (E,=+0.89 V)

Pila (redox): 4Zn + NO;+ 10H ‘=4Zn*+ NH,*+ 3H,0 (E°=+0,46 V)

Como AG°=-nFE", al ser E*>0, AG°<(), y por tanto la reaccién entre
Zn y NOj es espontdnea.

Ejercicio 5 (Murcia, 1995)

Una disolucion 0,01 M de iones Ag* se mezcla con un volumen
igual de una disolucion 2 M de iones Cu*, en presencia de una varilla
de cobre metdlico. Justifique si serd espontanea la reaccion:
2Ag-(aq)+ Cu(s)=2Ag(s)+ Cu*(aq). Potenciales normales:
Ag*(aq)/Ag(s) + 0,80 V; Cu* (ag)/Cu(s) +0,34 V.

Anidlogamente al problema anterior:
Anodo (oxidacién): Cu = Cu™ + 2e (E,=-0,34V)
Citodo (reduccion): Ag*+e =Ag(x2) (E.=+0,80V)
Pila (redox): Cu+ 2Ag*=Cu* +2Ag (E'=+046V)

En este caso, al no ser concentraciones 1 M, hay que aplicar la ecuacién
de Nernst para calcular el potencial, y como al mezclar voliimenes iguales
las concentraciones se reducen a la mitad, tenemos:

(SIS

0,059 [Cu®] 0,059
Ee log -=0,46- log —
n [Ag]? 2 [U,m]:

I
|

E=0,32V.

Asi pues, como AG=- nFE, al ser E>0, AG<0, luego la reaccion
redox es espontanea en sentido directo, o sea, entre Cu(s) y Ag* (aq).
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Ejercicio 6 (Madrid, 1995)

En la electrdlisis de una disolucion acuosa que contiene sulfato
de cinc y sulfato de cadmio se deposita todo el cinc y el cadmio, para
lo cual se hace pasar una corriente de 10 amperios durante 2 horas,
obteniéndose una mezcla de ambos metales de 35,44 g. Calcule el
porcentaje en peso de zinc en la mezcla metédlica. DATOS: Masas
atomicas: Cd=112,4; Zn=65,4.

Q=1-t=10(A)-2-3.600(s)=72.000 C

Segitin las leyes de Faraday de la electrélisis, para que se deposite 1
equivalente de sustancia hace falta 1 faraday de electricidad (96.500 C), de
modo que llamando x a los gramos de Zn depositados:

x(gZn) 35,44 —x(g Cd)
+
1Eq(Zn+Cd) 65,44/2(g/Eq) 112,4/2 (g/Eq)
96.500 (C) 72.000 (C)

= x=9,03¢g

9,03 :
% Zn = x100=25,5 %
3544

7. EQUILIBRIOS DE SOLUBILIDAD

Resaltan tres aspectos tedrico-pricticos:

« RELACION ENTRE SOLUBILIDAD Y PRODUCTO DE SOLUBI-
LIDAD que varia segiin la formula de la sustancia poco soluble: asi, con
formula tipo AB, K =s% con tipo AB,, K.=4s’, efc.

« CONDICION DE DISOLUCION SATURADA Y CONDICION DE
PRECIPITACION, que en el caso de una sustancia tipo AB son:

Disolucion saturada: [A'] [B] =K,
Precipitacion: [A][B] =K,

« EFECTO DE ION COMUN: cuando a una disolucién de una sustancia
poco soluble se afiade otra sustancia con algin ién comiin, disminuye la
solubilidad, de acuerdo con el principio de Le Chatelier,

’
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Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Madrid, 1995)

La solubilidad del yoduro de plomo (ll) en agua es de 922 mg/l.
Calcule: a) La solubilidad de dicha sal en moles/l. b) Su producto de
solubilidad. DATOS: Masas atomicas: |= 126,9; Pb=207.2.

a) Pbl.(s) = Pb**(ac) + 21 (ac)
concentraciones
de equilibrio 5 s 25

0,922 (/1)

————=2,00-10"mol/l
461 (g/mol)

=922 (mg/l)= 0,922 (g/l) =

b) K=[Pb*[I]3=5s-(25)*=45'=4(2,00- 107%?=3,20- 10"

Ejercicio 2 (La Laguna, 1995)

La solubilidad del Ag,CrO, en agua es 1,2 - 10 *M. a) ¢Cuantos
gramos de plata habrdn disueltos en 1,3 litros de disolucion? b)
¢ Cudnto vale el produclo de solubilidad de esta sal? Masas atomicas:
Ag=107,9; Cr=52,0; O=16,0.

a) Ag, CrO, (s) =2 Ag* (ac) + CrOj (ac)
concentraciones 5 2s S

de equilibrio

[Ag-]=2s=2-12-107=24.10"" mol/

Si en 1 litro hay disueltos 2,4 - 10™ moles, es decir: 2,4 - 10™ (mol) -
- 107,9 (g/mol)=0,026 g, en 1,3 litros hay 1.3 veces mds, o sea: 0,026 -

1,3=0,034 ¢.

b) K=[AgF[CrO{]=(2s) s=4s'=4(1,2- 10™)*'= 6,9 107"
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Ejercicio 3 (Madrid, 1995)

Se tiene una disolucion saturada de hidroxido de magnesio en
equilibrio con su sdlido. Calcule: a) La solubilidad del hidroxido de
magnesio en agua, expresada en gramos por litro. b) La concentra-
cion de iones hidroxilo y el pH de dicha disolucion. DATOS. Ks hidrd-
xido de magnesio = 10-"4. Masas atomicas: Mg =24,3; 0= 16; H= 1.

a) Mg (OH), (s) =Mg* (ac) + 20H " (ac)
concentraciones
de equilibrio 8 S 2s
. . A T S O D i
K.=[Mg*][OH | =s-(2s)'=4s"; s = | T = 4— -= 1,0+ 107 mol/l

\
1,0-107* (mol/1)=1,0 - 10™* (mol/l) - 58,3 (g/mol)=5,8 - 107" g/l

b) [OH]=2s=2-1,0-10"=2,0- 10" mol/l
pOH = log[OH ]=3,7; pH=14— pOH=10,3

Ejercicio 4 (Valencia, 1995)

El producto de solubilidad del perclorato de potasio es K=2,9 -
- 107 Caleule cudntos gramos de este compuesto se disolveran, a
esa temperalura, en 100 mL de: i) agua pura; ii) una disolucion 0,2 M
de cloruro polasico. Compare y comente los resultados obtenidos.
A, (K)=39,1. A (Cl)=3545. A (0)=186.0.

1) KCIlO, (s) = K* (ac) + ClO; (ac)
concentraciones
de equilibrio s s s

K.= [K*] [ClO;]=5-s=5% s=A[K,=42,9:10"*= 0,054 mol/l

Si en | litro hay disueltos 0,054 moles, es decir: 0,054(mol) - 138,5
(g/mol) =7.5 g. en 100 ml hay 0,75 g.

4
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ii) Al anadir KCI, una sal soluble que suministra el i6n comiin K,
cambia la solubilidad, que llamaremos s':
K, 29:107

K. =[K1] [CIO;] = (s4+0,2)8" =028 8'=——=
Laii =G e e 0,2 0,2

=(),00145 mol/l

Si en 1 litro hay disueltos 00,0145 moles, es decir: 0,0145(mol) -
138,5 (g/mol)=2,0 g, en 100 ml hay 0,20 g; como vemos, la solubilidad dis-
minuye por efecto de ién comiin (es vilida la aproximacién de despreciar s'
frente a 0,2).

Ejercicio 5 (Sevilla, 1995)

Si se mezclan 10 mL de cloruro de bario con 40 mL de sulfato de
sodio, ambos en concentraciones 0,1 M, indicar razonadamente si
precipitard sulfato de bario. En caso afirmativo, calcular la cantidad
precipitada. Cudles serdn las concentraciones molares para cada uno
de los iones siguientes: cloruro, sodio, sulfato y bario, presentes en la
disolucion despugs de la precipitacion si la hubiera. DATOS: valor del
producto de solubilidad del sulfato de bario a 25°C, Ks=1 - 107"
masas atémicas: O=16; 5=32; Ba=137,7.

La ionizacién de las sales es: BaCl, — Ba* + 2Cl", y Na,SO, —
2Na* + SO7, por tanto:

M-V 0,1 (moll)-0,010(1)

n
[Ba*] = [BaCl,]=—= _ = (0,020 mol/l
Vv Vv 0,050 (1)

M-V 0,1 (mol/1)-0,040 (1)
vV 0,050 (1)

n
[S0:] = Na.SO,J=——= = 0,080 mol/l

[Ba*] [SO;]=0,020 - 0,080=1,6 - 107 > K,, o sea, precipita BaSO,.

Las concentraciones después de la precipitacion serdn:

Para Cl™ y Na* no varian al ser iones «espectadores», o sea, [Cl ]=
=2[Ba*]=0.,040 mol/l, y [Na*] =2 [SO}]=0,16 mol/L

Ba* y SO;j desaparecen en igual proporcién por la precipitacién: de
Ba?¥, i6n en menor proporcion, sélo queda la concentracion de saturacion, y
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al ser K, = s?, resulta: [Ba*]=s=1 - 10 mol/l; de SO} queda
s+(0,080-0,020), pero s es muy pequefia, y por tanto: [SO;]=0,060 mol/l.

8. DESCRIPTIVA INORGANICA

COMPUESTOS | TIPOS PROPIEDADES

*Cardcter ionico
SALINOS (redes ionicas de alto PE)

(H + metal IA o ITA) *Con agua dan H, (CaH,):

hidruro + agua = hidrégeno + hidréxido

HIDRUROS —_— — —
(H + otro elemento) | *Cardcter covalente
VOLATILES (redes moleculares de bajo PE)
(H + no metal) *Propiedades dcidas (HCI),

neutras (H,0) o bisicas (NH;)

*Cardcter 16nico

METALICOS (redes 10nicas de alto PE)
(O + metal) *Propiedades basicas (Ca0);
Gxido+agua=hidroxido
OXIDOS
(O + otro elemento) *Cardcter covalente
NO METALICOS (redes moleculares de bajo P.F.)
(O + no metal) *Propiedades dcidas (CO,);

«anhidridos+agua=oxdcido

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Zaragoza, 1995, LOGSE)

Al calentar clorato de potasio (KCIO,), se forma cloruro de potasio
(KCl) y oxigeno (O.). Si se descomponen 250 g de KCIO;, calcule: a)
cantidad de KCI que se forma, b) volumen de oxigeno que se obtiene
medido a 25°C y 1 atmdsfera de presion. Masas atomicas: Cl=35,5;
O=16;H=1.

HMICA
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La reaccion ajustada es: 2KCI10O, — 2KClI + 30,

a)
2molKCIO, =2-122,5(g) 250(g)
i = =x=152g KCI
2mol KCIl = 2-74,5 (g) x(g)
b)
2molKCIO, =2 - 122,5(g) 250(g)

- = y=3,06 mol O,
3 mol O, y (mol)

~ nRT  3,06(mol) - 0,082 (atm - 1 - mol ™" - K™) - (273+25) (K)
PV=nRT=V=——=
P 1 (atm)

V=74810,

Ejercicio 2 (Madrid, 1994)

Indique el cardcter dcido, basico o neutro de las disoluciones
acuosas obtenidas al afadir cada una de las siguientes sustancias:
a) hidruro de litio, b) dxido de sodio, ¢) trioxido de azufre, d) cloruro
sadico.

a) LiH+ H,O — LiOH + 1/2 H,; como se forma un hidréxido, LiOH,
la disolucion tiene cardcter basico.

b) Na,0 + H,O — 2NaOH; la disolucién es bdsica por la misma
razon anterior.

¢) SO, + H,O0 — H,S0,; la disolucion es dcida, debido a la formacidn
de dcido sulfirico.

d) NaCl + H;O0 — Na' + Cl~ + H,0; los iones Na* y Cl™ no reaccio-
nan con el agua, no hay hidrélisis, porque el i6n Na* procede de base fuerte
y el i6n C1~ de dcido fuerte, y por tanto la disolucion es neutra.

Ejercicio 3 (Madrid, 1995)

Explique el cardcter dcido-base que presentardn en medio acuo-
so los siguientes dxidos: 6xido de sodio, dxido de calcio, pentoxido de
difosforo y monaéxido de dicloro.
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Los 6xidos metdlicos (Na,O y CaO) originan los hidroxidos correspon-
dientes y por tanto tienen cardcter bédsico, por ejemplo, el 6xido de calcio
(cal viva) da hidroxido de calcio (cal apagada):

Ca0 + H,O — Ca(OH),

Por contra, los 6xidos no metilicos (P,O; y CL,O) dan lugar a oxdcidos y
en consecuencia tienen cardcter dcido, y asi, el monéxido de dicloro («anhi-
drido hipocloroso») origina dcido hipocloroso:

CL,0 + H.O — 2HCIO

9. QUIMICA ORGANICA

Es un tema amplisimo donde conviene destacar:

» FORMULACION: repasar los grupes funcionales y las reglas bési-
cas de nomenclatura.

* ISOMERIA: formular y nombrar los distintos isémeros para una mis-
ma férmula molecular; detenerse en la estereoisomeria (isomerias geomé-
trica y oOptica).

*+ REACCIONES GENERALES: memorizar reacciones cldsicas como
obtencién de alcoholes a partir de derivados halogenados, deshidratacién de
alcoholes a alquenos o esterificacién, incluyendo nociones de mecanismos.

Ejercicios ilustrativos

Ejercicio 1 (Madrid, 1994)

Al anadir agua al carburo calcico, CaC,, se produce hidroxido de
calcio y acetileno (etino). a) Ajuste la reaccion quimica que liene
lugar. b) Calcule cudntos gramos de agua son necesarios para obte-
ner dos litros de acefileno, a 27°C y 760 mm de Hg. DATOS: Masas
atdmicas: Ca=40; H=1; O=16; C=12.

a) CaC,+ 2H,0 — C,H, + Ca(OH),

b) Niimero de moles de C,H.: PV=nRT; n=PV/RT

QUIMICA
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1 (atm)-2(1)
= 0,081 mol C,H,

=
0,082 (atm - 1 - mol! K™(27+273) (K)
2 mol H,0=2 - 18 (g) x(g)
- = —— =x=29gH.0
I mol C,H, 0,081 mol C,H,

Ejercicio 2 (Extremadura, 1994)

Al quemar 3,15 g de antracita (carbon mineral), se oblienen 5,44
litros de didxido de carbono en condiciones normales. Calcular. a) El
porcentaje de carbono que tiene esa antracita. b) El numero de molé-
culas de dioxido de carbono que se han obtenido. Masas atomicas:
C=12.060=16,0.

a) En la combustién de cualquier sustancia con C, cada mol de C da 1
mol de CO,, lo cual permite calcular los gramos de C puro, y por tanto el
procentaje de C:

1molC=12,0 (g) X(g) 2(7.91 (e
— = =ix=10091a x 100=92,4%C
1 molCO,=22,4(1) 544(1) 3,15

b) 5.44(1)/22.4 (I/mol)=0.243 mol

(0,243 (mol) - 6,02 - 10* (moléculas/mol) = 1,46 - 10* moléculas

Ejercicio 3 (Extremadura 1995)

La combustion de 2,573 g de un compuesto orgdnico dio 5,143 g
de CO, y 0,9015 g de H.O. Si éste solo contenia C, Hy O, scudl es la
formula empirica del compuesto? Masas atdmicas en u.m.a.:
C=12,0; H=1,0; 0=16,0.

En la combustién de una sustancia orgénica, el C se oxida a CO, y el
H a H,O, es decir, cada mol de C da 1 mol de CO,, y cada 2 moles de H
dan 1 mol de H,O, de modo que se pueden plantear las siguientes propor-

ciones:
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lmolC=12,0(g) x(g) 1,403
= = x =1,403g;

1 mol CO,=44.0 (g) 5,143 (g) 2,573

% 100 =54,5%C

2molH=2-1.0 (g) y(g) 0,100
= y=1,100g;

_ - \ % 100 =3,89%H
1 mol H,0 =18.0 (2) 0.9015 (g) 2.573

Y entonces: 100 — (54.5+3.89)=41.6% O

Niumero relativo de moles de atomos de cada clase:

n? C=54,5(g)/12 (g/mol)=4,54 mol
n? H=3,89(g)/1,0 (g/mol)=3,89 mol
n’ 0=41,6(g)/16,0(g/mol)=2,60 mol

Para convertir estos nimeros en enteros, dividimos todos ellos entre el
menor (2,60), dando respectivamente 1,75; 1,50; 1.00. Por dltimo, multipli-
cando por 4 (que es el factor mds pequefio para obtener niimeros enteros), se
obtienen 7; 6; 4. Asi pues, la férmula empirica es C;H,O..

Ejercicio 4 (Valencia, 1995)

El andlisis elemental de un compuesto quimico da los siguientes
resultados: C 9,9 %; Cl 58,7 %, F 31,4%. i) Determine su formule
empirica. iij) Sabiendo que su masa molecular es 120,9, establezca
su férmula molecular. iii) Identifique el compuesto de que se trata
(nombrelo). A(C)=12. A(Cl)=35,45. A(F)=19.

i) Nimero relativo de moles de dtomos de cada clase:

n’C =99 (g/12 (g/mol)=0.825 mol

n? Cl1=58.7 (g)/35.45 (g/mol) = 1.65 mol

n'F =314 (g)/19  (g/mol)=1.65 mol

Dividiendo entre el nimero menor para pasar a nimeros enteros resulta:
(,825/0,825=1; 1.65/0,825=2; 1,65/0,825=2. Asi pues, la férmula empiri-
ca es CCLFE,.

ii) A la formula empirica corresponde una masa molecular de:

MM=12+2-3545+2-19=120.9

’
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Esta masa es sensiblemente igual a 121, luego también la férmula mole-

cular es CCLF..

iii) El compuesto es un CFC (clorofluorocarbono), concretamente el
diclorodifluorometano.

Ejercicio 5 (Castilla-La Mancha, 1995)

Qué tipo de isomeria existe en cada una de las siguientes parejas
de compuestos: a) Pentanal y 2-Pentanona, b) 2-Pentanona y 3-Pen-
tanona, c) 1-Buteno y 2-Buteno.

a) CH,—CH,~-CH,~CH,-CHO y CH,~CH,~CH.-CO-CH, son isémeros
de funcion, por ser un aldehido y una cetona.

b) CH,~CH,-CH,~-CO-CH, y CH,-CH,~CO-CH,—CH, son isémeros de
posicion, al tratarse de dos cetonas con grupo carbonilo en distinta posicion.

¢) CH~CH.,-CH=CH, y CH~CH =CH-CH; son isémeros de posicién
porque difieren en la posicién del doble enlace; por otro lado, el 2-buteno
presenta isomeria geométrica o cis-trans:

CH, HC_ A H
c=c {_
CH,

trans-2-buteno

H.C
\‘C:c‘/

B “NH o

cis-2-buteno

Ejercicio 6 (Extremadura, 1995)

a) Formule o nombre, segun corresponda, los siguientes com-
puestos orgdnicos: 1) butilamina; Il) dietil-éter; Ill) dcido benzoico; 1V)
CH,~CH.OH; V) CH,= CH-CO-CH;. b) ;Qué productos se obtienen
al poner los haluros de alquilo (halogenuros de alquilo) en presencia
de potasa alcoholica? Pon tres ejemplos.

a) 1) CH;~CH,—CH,-CH.-NH,
II) CH,-CH,~0O-CH,-CH,
1) C,H~COOH
IV) etanol (alcohol etilico)
V) butenona (metil-vinil-cetona)
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b) Se obtienen alcoholes, de acuerdo con la reaccion general de susti-
tucion siguiente (mecanismo Syl o §5.2):

R-X+0OH — R-OH+X

Ejemplos: 1-cloroetano a etanol; 2-bromopropano a 2-propanol; 2-iodo-
2-metil-propano a 2-metil-2-propanol:

CH-CH.Cl1+OH  — CH,-CH.,OH +(Cl
CH,-CHBr-CH,+ OH~ — CH,-CHOH-CH, + Br
CH-C(CH)I-CH,+OH~ — CH.-C(CH,OH-CH, +1

PRUEBAS GLOBALES CON SOLUCION FINAL

MADRID, 1995

Todas las preguntas se calificaran con un maximo de 2 puntos.

1. Teniendo en cuenta que el acido fluorhidrico es un Acido débil,
cuya constante de disociacion vale K,=107%, calcule en qué volumen
deben estar contenidos 2 gramos de dicho acido para que el pH sea 2,1.
¢Cuél seria el grado de disociacién de dicho 4cido? Si esos 2 gramos
estuviesen contenidos en 10 /de disolucion, jcual seria el pH y el grado de
disociacion de la nueva disolucion? DATOS. Masas atémicas: F=19; H=1.

2. ¢Cuantos gramos de sulfato de cobre (ll) penta-hidratado, de!
85% de riqueza, hay que pesar para preparar 1,5 litros de disolucion,
en la que la concentracién de Cu (Il) sea 10 °M? DATOS. Masas at6-
micas: S=32; 0=16; Cu=63,5; H=1.

3. A partir del concepto de electronegatividad se define la polari-
dad de los enlaces covalentes y el momento dipolar molecular. Apli-
que estas ideas a las moléculas de agua, amoniaco y fluoruro de
hidrogeno, y comente alguna propiedad importante relacionada con la
existencia de momento dipolar permanente en dichas moléculas.

4. Conceptos de velocidad de reaccion y energia de aclivacion.
Significado de la ecuacién de Arrhenius.

5. Indique el estado de oxidacion del azufre en las siguientes
combinaciones quimicas: sulfuro de hidrégeno, didxido de azufre y
acido sulfarico. Estudie, asimismo, su comportamiento oxidante-
reductor, en cada caso.

Soluciones: 1) V=093 [; gradol =0,074; grado2=0,22; pH=2,6. 2)
0,44 g. 3) 4) y 5). Consulta tu texto o apuntes.

’
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CASTILLA-LA MANCHA, 1995

NOTA DEL AUTOR: Este repertorio coincide en gran parte con las
pruebas de acceso de Cantabria en 1994.

1. (3,5 puntos) El fosgeno (COCL,) es un producto gaseoso que
se descompone en mondxido de carbono y cloro, segun el proceso:
COCl,(g)=CO(g)+Cl,(g). En un recipiente de 250 ml de capacidad
se introdujeron 0,213 g de fosgeno, de manera que cuando se alcan-
z6 el equilibrio a la temperatura de 27°C, la presion en el interior del
matraz fue de 230 mm de Hg. A partir de estos datos, calcular. a) El
grado de disociacion del fosgeno; b) La presion parcial de cada com-
ponente gaseoso en la mezcla; ¢) El valor de las constantes K, y K..
Datos: (Masas atémicas: C=12; O=16; Cl=35,5).

2. (3,5 puntos) En la reaccion completa de 1 gramo de un deter-
minado metal, con un exceso de acido sulftrico diluido, se despren-
dieron 390 ml de hidrégeno, medidos sobre agua, a la temperatura de
25° C y 745 mm de Hg, de presion. Sabiendo que el &cido sulftrico
diluido se preparé a partir de un dcido comercial concentrado, de den-
sidad 1,83 g/ml y de riqueza en peso del 91 %, calcular: a) La molari-
dad del acido concentrado de partida; b) El volumen del dcido comer-
cial que seria preciso para preparar un litro de acido sulfurico 0,5 N;
¢) El peso equivalente del metal. Datos: Presion de vapor del agua a
95°C = 23,8 mm Hg; Masas atémicas: H=1; 0=16; §=32.

3. (2,0 puntos) Defina brevemente el concepto de «disolucion
reguladora» y sefale de entre los siguientes pares de sustancias el o
los que formaran una disolucién reguladora: a) acido clorhidrico/cloru-
ro sédico; b) acido cianhidrico/cianuro potasico; ¢) acido nitrico/nitrato
amonico; d) hidréxido aménico/cloruro aménico. Justifique brevemen-
te la respuesta.

4. (1,0 puntos) Sabiendo que los productos de solubilidad del
cloruro de plata y del fosfato de plata son respectivamente 1,6 - 107"
y 1,8 - 107, indiquese razonadamente: a) ;Qué sal sera mas soluble
en agua?; b) (Cémo se modificara la solubilidad, si se las disuelve en
una disolucion de nitrato de plata?

Soluciones: 1. a) grado=0,43; b) p(COCIL)=0,12 atm;
p(CO)=p(CL)=0,091 atm; ¢) K;=0,069; K.=2.8 - 107 2. a) 17.0 M: b)
V=14,7 ml; ¢) 33.3 g. 3. Consulta tu texto o apuntes; s6lo b) y d) (siste-
mas acido débil/sal o base débil/sal). 4. a) s(AgCl)=1.3 - 107°M, y
s(Ag;PO)=1,6 - 107°M, luego Ag,PO, es ligeramente mds soluble; b) Dis-
minuye la solubilidad por efecto de i6n comiin.

Quimica

ZARAGOZA, 1995

Problemas

1 . Una disolucién A contiene 3,65 g de 4cido clorhidrico (HCI)
en un Iltro_de disolucion. Otra disolucién B contiene 19,5 g de hidroxi-
d_o de ggdm (NaOH) en un litro de disolucién. a) Calcule el pH de la
disolucion A y de la disolucién B. b) Calcule el pH final después de
mezclar las dos disoluciones. Masas atémicas: Cl=35 5 H=1;
Na=23; O =16 (3 puntos). gareas

2 Un determinado compuesto organico tiene la siguiente com-
posicién porcentual: C=75,450%; H=6,587%: N=8 383%:
0=9,581%. Calcule su férmula empirica. Masas atémicas-’C=12:
H=1;N=14; O=16 (2 puntos). . :

Cuestiones

) 1_. Escriba_ la colnfiguracic‘)n electronica del elemento de numero
atomlco_20. Indique si se trata de un metal o un no metal y a qué gru-
po del sistema de periodos pertenece (1 punto).

2.. Dados Io_s compuestos NH, y NaCl, razone para cada uno de
ellos: a) etnlqué tipo de compuestos los clasificaria (covalentes, iéni-
cos o metalicos), b) estado de agregacion previsible a tem l
ambiente (2 puntos). & g |

3. La siguiente reaccion transcurre en medio acido: |+ Br=10; +

+Br”. a) Ajuste la ecuacion. b) Indique qué especie es el oxidante (2
puntos).

Soluciones: Problema 1. a) pH,=1: pH=13.7; b) pH=13.3. Problema
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2.

C, H,:N,O.. Cuestién _I. 15725 °p 3s’pds?; Metal del grupo 2. Cuestion 2. a)
NH; covalente y NaCl iénico: b) NH. gas y NaCl solido. Cuestién 3. a)
[+3Br,+3H,0 = 10;+6Br +6H*: b) El Br,, que al ganar e se reduce a Br.
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